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AVERTISSEMENT 


Hous avons réuni ici des exercices et 328 problèmes de Calcul des Probabili- 
téa proposés au ceurs des dernières années, soit en travaux pratidques, soit en 
examen tant à l'Institut de Statistique de l'Université de Paris qu'à la Faculté 
des Sciences (Certificat de Calcul des Probabilités et Physique Xathématique - 
épreuve commune). 


Ces exercices ont été classés en chapitres par sujets; chaque chapitre est 
introduit par quelques remarques générales. Cette classification n'a évidemment 
rien d'absolu, mais elle facilitera ls travail de l'étudiant. 


Dans chaque chapitre nous avons donné la solution des exercices les plus 
caractéristiques, dont la compréhension doit permettre de résoudre les autres, 


I - PROBABILITES DISCONTINUES - NOMBRE FINI DE CAS 


Les questions posées dans ce chapitre se rattachent à un schéma très simple: 
l'ensemble des possibles peut toujours et d'une manière évidente être partagé en 
un nombre fini de "classes" (ou de "cas" - en donnant à ce terme un sens étroit) 
ésalsment probables. La mesure en probabilité d'un sous-ensemble À est donc 
proportionnelle au nombre (a) de "cas" qui composent A . Si n est le nombre to- 
tal de ‘“cas" possibles P A 


m & 
n 
Tous ces problèmes relèvent donc de l'analyse combinatoire. 


On songera, soit à calculer directement la probabilité cherchée ou, au contrai- 
re la probabilité complémentaire (ce qui revient à évaluer le nombre de cas défavo- 
rables). 


On pourra s'aider d'une représentation arithmétique une partie de pile ou fa- 
ce peut être représentée par un nombre er numération binaire) ou surtout géométri- 
que (une partie de pile ou face peut être représentee par une ligne brisée réguliè- 
re dans le plan "pile-face" - Voir Ex. n° 2 et 3). 


Lorsque lés processus peuvent être infinis on utilisera avantageusement 1 mé- 
thode algébrique qui consiste à écrire un nombre suffisant de relations entre les 
probabilités cherchées ou des probabilités auxiliaires plus simples (voir par exem- 
ple “Problème de la poule" Ex : n° 8), 


Exercice n° 1 - Jeu de pile ou face. 


| On jette six fois de suite une pièce parfaitement régulière. Quelles sont les 
différentes possibilités et leurs probabilités respectives 


D'une manière générale, quelle est la probabilité d'amener a piles et D 
faces en (a + b) parties. 


Représenter sur un mêm graphique les probabilités des différents cas corres- 
pondants à 4 parties, 9 parties et 16 parties. Dans chaque cas on prenira pour ori- 
gine la valeur moyenne et une même longueur pour représenter des écarts respective- 
ment de 2, 3 et 4 unités. 


Exercice n°2 


Une une contient 3 boules blanches et 4 boules noires. On tire une par une 
les boules, sans jamais remettre dans l'une les boules extraites et cela jusqu! 
à ce qu'il ne reste que des boules d'une seule couleur. Soit N le nombre de ti- 
rages nécessaires. Donner la loi de probabilité de N 


Quelle est la probabilité pour que les boules restantes soient blanches ? 


Solution : Képrésenter le déroulement des tirages par un chemin dans’ le plan 
ED er en ho aie 
(OK , ON). À partir de l'origine on porte un vecteur CB quand on 


ES 
tire une blanche; ON quand on tire une noire. I1 y a 7 points terminaux : quatre 
d'abscisces % trois d'ordonnées 4, On caleulere la probabilité d'atteindre cha- 
oun d'eux, ce qui définit Je loi de probabilité du jeu, d'où les réponses aux 
quegtionsg posées, 


On peut répondre directement & la dernière question en remarquant que la con- 
cition nécesguiire et suffigante pour que les demières boules soient blanches est 
que, dans un tirage exhaustif complet, la dernière boule soit blanche (c'est-à-41- 


re dans une permutation des 7 boules où toutes les permutations sont également pro- 


baoles} d'où P = 3/1 


Exercice Me ie 


Quelle est La nrobabilité d'amener n piles et n faces en ?n parties sans 
jamais avoir eu préalablement l'égalité ? 


Solution : Soit 2 axes rectangulaires; p = OI et f = OJ deux vecteurs unitaires 
portée par ces axes. 


Le résultst de n parties est représenté par n vecteurs consécutifs égaux 
à p ou à + . Cette lime brisée régulière part de l'origine et aboutit au point 
b de coordonnées (a et b) si le résultat Ges parties compte a piles et b' fa- 
CUÉ S - 


Om voit facilement que le nombre de "chemins!" conformes à ces conventions et 
corduisant de l'origine au point P(a,b) est 


a b 
ab ab 
8 PA Soit alors M de coordonnées (n,n). Les chemins favora- 
| tn bles vont de O à M sans jamais traverser OM ; ils se 
| ne” terminent par AM ou par EM avec A(n,n-1) et B(n-l,n), 
À Cherchons le nombre de chemins allant de O à A sans 
Jk ," traverser OM, 


Remarquons que parmi les chèmins OA qui traversent OM 
il y en a autant qui commencent par OJ que par OI .Si 
en eftet © est un point de rencontre du chemin OA avec 
UK , on peut remplacer la partie (OC) du chemin paf le 
chemin symétrique par rapport à OM et conserver la partie (CA) ; il y a donc une 
ccirespondance biunivoque entre les chemins défavorables (OA) commençant par OI 
st ceux commençar: par OJ 


D'autre part tous les chemins (TA) sont défavorables; il y en a c (les 


2n-2 
cocrdonnées de A par rapport à J sont en effet n, n-2) 


Le nombre de chemins (04) défavorables est donc : 


2 A èn—2 : 
Vaste 
nn! n-0f 


et le nombre des chemins possibles est 


Pri=) ! 
Con = = 


ni n-1! 


Finalenent le nombre de chemins (OA) qui ne traversent pas OM est 


À partir de là on déduit facilement la probabilité cherchée 


pt = d+1+3.5...(2n-3) 


27 EN NAN 2n 


Exercice n° 4 = « Problème du scrutin. 


D ANR PRES EE RES OS en ue TER DEEE 


- Deux candidats À ei B à des élections ont obtenu respectivenent m e: 
p voix (m > p). Ru est 12 probabilité pour oue, dans le dépouillement 
À soit toujours en tête ? 


Solution : On peut ‘reprendre la représentation précédente. OL représentera ici 


une voix à A et OJ une à B. Le dépouillement est un "chemin" 
joignant l'origine à M(m,p). Tout revient à compter le nombre de chemins possi- 
bles coupant ou ne coupant pas OM, 


Or. peut appliquer très exactement la méthode précédente; mais on peut aussi 
la simplifier de la façon suivante : 11 y à autant de dépouiliements défavorables 
qui commencent par (4) que par (B) (symétrie d'une partie.du "chemin") ét la pro- 
babilité que (B) ait la première voix sst no la probabilité cherchée sst donc 


Exercice n° 5 - Jou de dés. 


> 


Quels sont les différonts totaux qu'on peut obtenir en jetant 2 dés et leurs 
probabilités respectives ? Généraliser au cas de n dés. 


Remarque : lans le cas général il sera commode d'envisager le développement. 


2 


CR a 


Exercice n° 6 — Jeu de passe-dix. | 
Les probabilités de gigner pour less ioueurs À B C avant la première par- 

| : tie sont donc :! 

On jette snsemble trois dés; la partis est gagnée si la somme des points obte- | 

nus est supérieure à 10, Quelle est 1a probabilité de gagner ? ] 1 = ] 1 

_— | OR PC 

On remarquera facilement qu'il y a 6 “manières" d'obtenir un total de 9 et au- 

tant d'obtenir un tot:l de 10: quelles sont nourtant les probabilités de gagner 

avec 9 À? et avec 10 ? 


Exercice n° 9 — 


Exercice n° 7 -— 
Deux joueurs A et B jouent me série de coups indépandants; ils ont chaque 


| fois les probabilités our A) et our Bj üe ET 
On jette ensemble quatre dés; quelles sont les probsbilités d'obtenir un carré d P (p a ( ÉR En 


é 
(a & a a) en brelan (2e b), feux paires fa a b b}, time paire (a à b c) et enfin 
une disposition banale (a b c 4) {a,b,c,d, renrésentent 1 points possibles distincts) 1°) La partie est gagnée quanë l'un des joueurs 2 2 victoires de plus que l'au- 

tre. Quelles sont les probabilités pour chacun des joueurs de gasner la partie.L'un 
| des joueurs egt-il avantagé par cette règle ? Lequel ? 
Exercice n° 8 - Problème do la poule. 

2°) Mème question en imposant au joueur gagnant d'avoir quatre victoires au 
Trois joueurs À B C jouent à pile ou face aux conditions suivantes : À et B moins. 

jouent; C remplace le perdant, etc. (après chaque partie le nerdant est exclu et 
remplacé par le joueur en attente). Le jeu se termine lorsau!'un joueur a gagné deux Solution : 
parties consécutives. ee — 


1°) œjuelles sont au début les probabilités de gain des 3 joueurs ? 1°) Lorsque les joueurs sont à égelité, appelons a et b leurs probabili- 


tés de gagner la partie. fnvigaseant les deux prenières parties on obtient les 


2°) Comment peut-on rendre le jeu synétrique par rapport aux 5 joueurs en ren- relations : 


dant les parties dissymétriques, sauf la prenière ? 


Ce 
Soiutien .âe la lère question _: amp +2pqa 
: : 2 
Plaçons-nous au cours du jeu (après .la première partie, différente des suivan- bÆ=q +2pq pb 
tes). 
Les joueurs occupent 3 positions possibles : 2 2 2 2 
r + d'où a P _— et b SE 
G le gagnant de la partie précédente; R joueur rentrant et E joueur exclu. 1-2pq p° 0 l-2pq F F q° 
Désignons. par g, Tr, €, loss probabiiités de g:gner le jeu pour des joueurs 
oécurant respectivement les positions G, R, E « | à _» 
Le jousur le plus fort est avantagé par cette convention puisque + = 
En étudiant ce que deviennent les joueurs G, R et E après la partie suivan- q 


te, on oùtiant les 3 relations :! 


. 2°) I1 faut envisager les 6 premières parties qui ont pour résultat la victoi- 


. . = # , 
ge = 1/2 +i/2e re de l'un des joueurs ou l'égalité et l'on est ramené dans ce cas au problème pré- 
Çp = Lib # cédent,. 

GS ue v 
Exemple : 


d'où G = 4/7 re 7 a = i/7 


en 4 coups probabilité p* 
“ en 5 " : 4ap* 
Kanières pour … 
À de gagner! né à ä 10 d°p* 
ou sprès égalité en 6 coups (prob. 20 p’a 5 a) 
: me ES À a 4 9 pta° 
Probabilité pour A de gagner la partie : p° + 4 pq + 10 
p +q 


Exercice n° 10 - Problème de rencontre. 


ES 


Une ume contient 8 boules numérotées de 1 à 8, On tire au hasard toutes les 
boules sans remettre les boules tirées et l'on dit qu'il y a rencontre si la 


ième 
p boule tirée porte le numéro p . Quelle est la probabilité pour qu'il nîy 


ait aucune rencontre ? Une rencontre ? p rencontres ? 


Solution ; 


. CL à 


Calculons d'abord le nombre P, de nermutstions sans rencontres des n pre- 


miers numéros. Pour cela on peut établir une relation de récurrence entre P et 
p | n 
2+l 

Pour-forner une telle permutation avec (n+l) numéros on a le choix au premier 
rang entre n numéros possibles : 2, 3...(n+l). Prenons par exemple p . Au dsu- 
xième rang on ne prendra pas 2, etc... au ring Dp on ne prendra pas 1 ou on pren- 
éra 1. Dans la première hypothèse on a {à partir du 2ème ran:) une nermutation sans 
rencontre de mn objets (2,3...(p-1) 1 (ptl)...(n+1) et dans la seconde hypothèse 
uns permutation sans rencontres de. (n-T) cbjets (2,3...(p-1) BH). (ml 


d'où la relation ï 


Pen “Pt Po) 


Les calculs de proche en proche donnent les résultats suivants :t 


Pe= 265 P,=185; Ps = 14 833 


797 7 8 


11 est donc facile maintenant de calculer les probabilités demandées. 


—- 6 his - 


La probabilité de p rencontres (avec O « p « 8) vaut : 


CÉ Rp 
FM 


Cr pourre dresser le tebleau à double entrée donnant le nombre 


e permutations de n objets présentant k rencontres, On remarquere les 


relations sui permettent de compléter ce tatleou de proche en proche, 


Exercice n° 10 bis 


Une urné contient 2 n boules marquées 1,1,2,2,.,...n , n 6t l'on 
tire au hasard n ocouies., Quelle est lea probabigi ité d'obtenir des boules 
toutes dissinctes ? 


On suppose maintenant ue css n boules sont tirées une per une 
(sans remettre les boules tiréeed. Quelle est la probabilité de tirer dens 
l'ordre les chiffres 1, 2,..,. n ? 


Quelle est la probabilité pour que, sur les n boules tirées, les 
k premières sortent à un tang égal à leur numéro ? 


Quelle est la mobabilité pour que sur les n boules extraites 
il n'y ait aucune rencontre 7? 


Exercice n° 11 - Proposé au certificat - épreuve pratique - compléments 
theoriques - Juin 1930. 


Une uürne contient 25 boules identiques marquées &, D, C...X,Vo%e 
On tire ces boules les unes après les autres. Les 5 premières sont ol 
dans une prenière boite; les 5 suivantes dans une autre boite etc... les 
5 boites sont identiques, On recommence après avoir tout mélangé. Quelle 
est la prôbetilité pour que 2 répartitions successives soient les mâmes? 
On négligera l'ordre des boules dans chaque boite et l'orère des boiten, 


Solution . 


D ns UD 


Si un tirage donne une seule répartition; une répartition peut 
provenir de nombreux tirages différents : 


D'une part dans chacune des 5 + me les boules peuvent être 
placées dans un ordre arbitraire soit or )? manières, 


D'eutre part les boites peuvent être dens un ordre arbitraire : 
5} manières, - 


En définitive une mêre répartition peut provenir de (52° tirages 
différents, 


6 
A la seconde épreuve on a donc 25! tirages possibles dont (5!) 
favorables, 


7 — 


La probabilité cherchée vaut 
6 


! 
P = = 


Exercice n° 12 — Jeu de bridge. 


Toutes les cartes é'un jeu de 52 sont réperties au hasard et éga- 
lerent entre 4 joueurs : N.S.E. 0. 


1°) Quelle est la grobabilité pour un joueur d'avoir 1 pique et 1 seul? 
d'avoir 2 piques et 2 seulement? p piques exactement? p piques au moins? 


2°) Les 13 piques sont ainsi répartis dans 4 paquets. Quelle est le 


probabilité d'une répartition 4.3.3,7.7 
i à 4.4.4,1 ? 
à à 6.6.1,0 ? 


329) N.S. ont ensemble 7 piques, Quelles sont les répartitions possi- 
bles des 6 piques restants entre les 2 autres joueurs non différenciés et 
les probabilités de ces répartitions. 


Exercice n° 12 bis 


Quelle est la probabilité que le jour N ait ses 13% piques répartis 


en 4 trèfles + 3 carreaux + % coeurs + % piques ? 


Comparer avec la probabilité de la même répartition des 1% piques 
entre N.S.E.0. calculée dans l'exercice précédent, 


Solution _: 


a 


Ce problème se rattache à l'étude de deux groupes d'évènements 
compatitles et indépendants, 


_ Une carte du jeu distribué apoeartient d'une part à l'uns ies 
clesses A,3,C,D (per exemple la “couleu:"}) et d'autre part à l'une des 
classes a,b,c,d (caractérisée par exemple par le joueur qui reçoit cette 
carte : N,S,E ou O0). I1 y a indépendance des répartitions entre les 2 séries 
de clesses, 


D'une façon générale cherchons la probabilité du résultat noté 
dens le tatleau suivant : 


À B E totaux par 


Qn a'ici gr*oupé en E 
les ciasses ÇC et D 
pour montrer ia géné- 
ralité du résultat 
(velable môme si la 
répartition n'est pas 
uniforme entre chacue 
ol esse ), 


total 


totaux par Rénér el 
à T 


colonnes 


-B- 


On trouve cette probacilité en comptant le nombre üe donnes favo- 
rables et le nombre de donnes possibles (permutations avec répétitions). 


en considérant d'abord les classes A,B,E on trouve 


51515115: 


et en considérant les classes a,b,c d'abord 


Exercice n° 13 - Jeu de hasard, 


| Un jeu de hasard équitatie permet de parier avec les probabilités 
5 ' 7 ou Tr . Un joueur dispose de 1C00 Frs; la mise minimum est de 10 Frs. 
Quelle est la somme maximum que peut rapporter directement (sans re jouer 


‘les bénéfices) les 1000 frs. En admettant qu'on peut jouer les bénéfices, 


de quelle manière faut-il jouer pour que la probabilité de réaliser un 
gain donné soit maximum. 


Solution : 


On verre qu'on a le maximum de chances de réaliser un grand 


écart (mais en plus ou en moins!) en jouant chaque fois tout le capital 


et de quelque manière que ce soit, 


IX - PROBABILITES DISCONTINURE, SUITES INDEFINIES DE TIRAGES. 


D 


Ces probièmes sont assez semblables aux précédents mais on fait 
spécialement porter l'attention sur le fait que le nombre d'érreuves peut 
deveñir infini, Les exenples seront essesz simples en de sens qu'ils cor- 
respondent à des tiraces d'une urne à 2 où à 3 catégories, Dans le cas de 
2 catégories on étudiers lea chemine du rlan (pile-face) qui sboutissent 
dans une certaine région de ce plan où encore la répartition limite des 
grcbabilitée d'arrivée aux différents points d'une ligne variable : 
droite Ÿ = n-p pour n + 00 {problème de Bernoulli} 
droite p = x pour x -- 6 (Exercice n° 14) etc... 


Pour étudier les questions reletives aux tirapes d'une urne à 
3 varégorios 11 sera intéreusant d'utiliser les coordonnées triangulaires: 
le résultat d'une nérie ds n tirages est rerrésenté par un roint intérieur 
à un triangle équilatérol de hauteur n (voir exercice n° l4 


Les lois limites peuvent être obtemmes directement (Exercice op 
ou le vluse souvent é6en passant par la fonction caractéristique (Exercice n°15 


Exercice n° i4 - Epreuve commune - Juin 1929, 
Une urnes contient 3 boules mumérotées 1,2.3. On extrait n fois 

uvre boule de cette urne (en remottant chaque fois la boule tirée). On ob- 

tient des numéros X, XposoX, on les range par ordre de grendeur en suppo- 


sant n irpeir (n = 2s+1}. On demande de déterminer ls probabilité P_ pour 
que 16 numéro qui occupe le rang médian (r+1) soit 2, On supposera 
qu'à chagne tire 1cs8 ywrobrbilités relatives aux trois boules sont égales, 


Calouler aunériquement E; at P,. 


Expriner F, sn fonction de 5, 
Montrer que 651 4 tera vers l'infini P, tend vers 1, 
Sejution : 


\ Lss tirages possibles sont représentés por le développement de 
i+8+2 | 


en =" 4 e j ni LA » * | 
Le coefficient de 1% 2" (avec u+viw-N) dane le dévelonpement 
donne le rowire de tiraces donnant le résultat (u+viw). 


13 set commode de s'aider d'une représentation géométrique en 
crorionnées trianguleires, Pour ele on considère un triangle équilatérel 
de hauteur n ot lee parailiäles aux oûtés & das distonces entières 
1,2,3...(n1l}, Les intersections de ces 3 fanillee de droites sont des 


10. 


points dont les distances aux trois côtés u, v, w réelisent u + v + w=N 
ils peuvent donc représenter le résultat d'un tirage, 


Le chamn favorable est caractérisé par v 
ü + v 


u +w> 6 + l 
Le demi champ défavorable contient tous les éléments des liones: 
u +v=0,1, 2... (8-1),s 
La somme: des coefficients du développement de 
Case) =... (12) 30e + 5ù 
et correspondant au demi-chanp défavorable vaut : 


202 Ses 


1+2Ct +2 N tee 2 N 


N 


ét par suite la probabilité contraire Q. æ 1-P, de celle cherchée vaut 


_2 2,2 8.3 
a, ee 1 +2 Ch + 2 CY +osot 2 | 
d'où P 
8 
En particuiier 
1 | 141 
PF, “2 F2 34 


Etude lorsque s tend vers l'infini : 


On cherchers à limiter gupérieurement Q. per une expression 
plus simple dont on puisse trouver la limite. 


Par exemple on verra que 


S+1 
2 B 151 5 _2 hB 2 —] 
Q., = {2 + 2 toset 2 + | Cy = 3N Cy NE 


en explicitant cette expression, puis en utilisant le formule de Stirling 
et en réduisant les résultats obtenus, on trouve finalement 


2 dé £ +1 
4 . 2 1 l 2 l 
PTT Ge f-re0) É che) 


dont lea limite est nulle pour s infini et par suite P. tend vers l 


ES 


Exerciae n° 15 - Epreuve commune - Octobre 1943, 


Au jeu de pile ou face, on désigne par p la mobatilité de pile 
et par q = 1-p celle de face (p n'est pes nécessairement égal à 1/2), 
Chaqgüe partie est indépendante des autres, On convient d'arrêter le jeu 
dès que pile a 6t$ obtenu exactement x fois (x > 1) et on désigne N 
la veriable eléatoire égale au nombre des parties qu'on est amené us. 


1°) Exprimer P(n,x) probabilité d'avoir N = n et vérifier que 


00 
>, Pn,x) = 1. 
n=x | 
Calculer la moyennes et l'écart quadratique moyen g- de N. 
2°) Fonction ceractéristique (+) de M. En déduire que si x augmente 


indéfiniment, la fonction de répartition de sg = Por tend vers une loi 
de Laplace-Gauss reduite « : 


Solution : 


Si N=x+k le dernier coup est pile; on doit donc réaliser 
(x-1) piles et k faces ; 11 y à de cele Cukel manières possibles chacune 


de nrobabilité . _ 
k x k X _X N-x 
' = n° > 
d'où P(x+ic) Cr+k-1P (»| CTP q 


co 
ÿérification 2, P 
k=0 


= {1 + XQ + x(x+1) se à | 


(x+k) 


= p'(1-9) * = 1 


Valeur moyenne de la variable k 


[re — a +3 21e) 9” vue] 


p* xq(i-g) (#1) x à 


Lu | 
u 


ét par suite Nazax+*% 


h 
{x 


Ecart quadratique moyen 


#f, è > ; 
, + E(k } qui après réduction veut 


2 
3 = x + do : 


et gr = COLE soit LS. 


Fonction caractéristique : 


itk X it 2it +] 2 X 
PL Ct) = E(e* ) = p +e X]4q p” + * xl), P 


toc 


x X 


- : 
« pa-qeit) 2 — 
(2-gei*) 
et par suite 
itx x it À 
Pn(t) = x IT) 
(1-4eit) l1-qge 


Limite lorsque x tend vers l'infini : on considère d'aberé la fonction 
caractéristique de la variable centrée réduite 


jtP. : 


at /Z ax 
p (t) = e q Sr 
D 


l-qge ax 


et. l'on cherche l'expression limite pour x infini ; il 2st commode pour 
cela de passer par la seconde fonction caractéristique 4 ,Ct) = Log PR CE de 


On trouve pour expression limite 


(it) 


C'est dire que la variable z suit à la limite une loi de Laplace-Gauss 
réduite. 


Exercice n° 16 - Epreuve théorique commune - Octobre 1951. 


Deux joueurs À et B détiennent respectivement a = 2 fiches blan- 
ches' et b = 4 fiches noires, Une urne contient deux sortes de boules, 
blanches et noires dont les probabilités d'extraction sont constantes et 
égales à 1/2, 


Après tirage d'une boule, un des joueurs se débarrasse d'une 
fiche ayant le couleur de la boule tirée. Le jeu est arrêté dès qu'un des 
joueurs a épuisé sa provision de fiches, 


1°) Soit x le nonbre aléatoire de tirages qui ont conduit à ce résul- 


tat, Pour les différentes valeurs possibles de x, calculer la probabilité 


ds 
P, correspondante, Vérifier que la somme des P, väut Yunité 
Probabilités de terminer l1è jeu pour À et pour R 


2°) Gerdant les valeurs 2 et 4 pour a et b on donne les valeurs 
p et q eux probabilités d'extrection (p + q = 1), 


LE 


Donner ie veleur P, et vérifier que la somme est égale à 1, 
3°) On suppose 8 et b quelconques ainsi que p et q. Calculer P.. 


4) On suppose enfin a=b#=n p=a=1/2 


Donner l'expression de Pe 


La condition ps F, = À est toujours vérifiée, on ne cherchera 


ge le démontrer autrement. On demande de l'utiliser pour le calcul de 
Ex). 


T1 pourra Être commode de poser X= nr +7y 

Donner an particulier le valeur numérique äo Ex) pour n = 5. 
Vérifier, si l'on a ocbtemx la forme générale de E(x) que l'accord est 
réalisé, 

Exercice n° 17 - 

On reprend le jeu précédent avec 8 = 2 et b=4 8t p=crz 
mais on considère la jen terminé lorsque À et B n'ont plus de fiches ni 
l'un ni l'autre, Si X est Le nombre de parties nécessaires pour terminer 
le jeu. calculer les probabilités des différentes valeurs possibles de X, 
Exercice m° 18 - Probabilités en chaines, 


On dispose de 2 urnes 1: blanche et noire contenant chacune des 
boules blanches et noires dans les groportions suivantes : 


urne blanche : (1-r) blanches r noires 


urze noire 8 blanches (1-5) noires 


Lorsqu'un tirage anène une boule blanche, le tirage suivant s'effectue dans 
l'urne blanche et dens l'urne noîre dense le cas contraire, Agrès chaque ti- 


rago dla boule sortie ést replacée dans son urne, 


1°} Le promise tirage est effectué dans l'urne blanche, Quelle sat la 
probabilité À. peur que ls nÎième boule tirée soit blanche? Ceite valeur à 
une limite pour n infini indépenionte du prewier tirage, Discuter suivant 
rx. et $, | | 


Girauet . 


LT + Vus + LA ur 


æ ji — 


2°) On recommence la suite des tirages, le premier étant éffectu“ 
dans l‘urne tianche ou l‘urne noire avec des probabilités égales aux 
xrobabilités limites trouvées rrécédemment de tirer une boule blanche où 
une boule noire er un rang infini. Quelle est alors le probabilité de ti- 
rer une boule blanche eu n1%1€ tirare ? On associe à ces tirapes une vs- 
riable aléatoire X qui vaut 1 pour une boule blanche et © pour une bouie 
noire, Calculer la valeur movenne de X et son écart type, 


3°) La suite des valeurs de X est de la forme 1 O O 1 à 1... qu'on 
décompose en suites de 1 et de GC. Sachant qu'on a une suite de zéros, 
quelle est la probabilité qu'elle soit de Joncueur n, Môme question pour 
une suite de 1. Quelles sont les longueure moyennes de chacune de ces 
deux suites ? 


Exercice n° 19 - Probsbilités en chaines, Trois setégorie 


On dispose de 3 urnes : U, V, W chacune à 3 catégories de boules 
u, V, w. Les probabilités d'extractions, supposés constantes dont lies 
suivantes pour les 3 catégories 


urrne U : u V Wy 
urne V : Us Vo wo) 
urne ‘W : u v w 

5 3 e) 


Les extractions ge font chaque fois dans l'nrne de la eatégorie 
de la boule précédemment extraite (sauf ac premier tirage). 


1°) Calculer les probobilités d'extraction des toules äes % catégories 
eu second tirase, le premier étant effectué dans une urnes donnée Et dresser 
le tableau donnent ces probabilités en fonction de le catégorie de 1‘uvne 


.Choîsie pour ls premier tirage, 


2°) Supposant connues les probabilités d'extraction de cheque catégo- 
rie de boules a ün rang donné, calculer les probabilités au reng suivant, 


3°) Le premier tirace étant effectué dans l'urne U, trouver si elles 


existent les probabilités limites d'extraction des boules uü, v et w après 


un nombre infini de tirages, 
Solution_: 


1°) Si le premier tirage est effectué dans l'urne U les probabilités 
d'extration du 2e tirage sont respectivement : 


2 | 
WMV + VV + MY M + Ve + M 
Calculs analogues dans les 2 eutres cas, 


Ces résultats peuvent être rassemblés dans le tableau suivant 


LI. 


où les lignes correspondent à le catégorie de l'urne du ler tirage et les 
colonnes aux catégories de boules extraites au 2e tireges 


2 
urne ÙU u) + Vito + Mu UV + V1% + W V3 uw + V1 Wo + Me 
urne Ÿ uuy +Vou, + Wouz UV) + VoVo Fr uw] + Vo#s + Wo"z 
urne Ÿ 


- W2W 


"7272 + W34z UV] + V3V2 + W3Ÿ3 z 


On reconnait en ce tableau le carré} de la matrice formée par les 
coefficients de composition des trois urnes, 


2°) Si e un rang donné les probabilités sont a, b, © ; elles seront 
au tirage suivant 
eu, + bu, + cuz av, + 0v, + Fe aw, + bws + sw 
La remarque wrécédente s'étenè à un rang quelconque ; c'est-à- 
dire que 1a matrice des coefficients ds composition élevé à la puis- 
sance n dorne les éléments de 5es lignes les probabilités d'extrac- 


tion des 3 catégories, le rangs de la ligne étant caractérisé par l'urne 
choisis au premier tirage, 


3°) Si les probabilités limites sont À, B, C 3; elles réalisent elles 
mêmes les relations de récurrence et par suite elles sont déterminées par 
les trois équations : 


À = Au; + Bu, + Cu 
B = AV) + BV, + DE 
CG = AN. + Bw, + D 


et ces équations ne dépendent pas des conditions dnitiales, 


RONA De fn - - MRC A 


nn 


XII - LOIS DE PROBAPILITES. FONCTIONS CARACTERISTIQUES,. MOMENTS. 


Les fonctions caractéristiques attachées aux lois de probabilité 
sont d'un emploi courant et commoñe, De nombreuses questions se trouvent 
per élles simplifiées : calcul des moments de tous ordres, addition de va- 
riables aléatoires indép., lois limites d'une moyenne aritlmétique de va- 
riabies indépendantes etc... Toutes cos epplications de la fonction caracté- 
ristique en font une notion très importante. I1 faut savoir trouver les 
fonctions caractéristiques de lois données (Ex. n°20, 21, 22.) et résoudre le 
problème inverse (Ex, n° 22 et 25) 


Dans le cas de variables positives entières, on peut remplacer 
cette notion par une autre très voisine et plus simple : la fonction 
génératrice : 


F(u) = E(u*) = RTS 


Llle jouit des mêmes propriétés que la f.c. relativement à l'addition de 
variables indépendantes et son dévelonpement au voisinage de u = 1 fournit 
les "moments £actoriels", Pour toutes ces questions on aura intérêt à revoir 
la transformation de Laplace et les intésrales eulériennes, 


Exercice n° 20 - Loi de Cauchy. 


10) Etudier la loi de densité f (x) — ——+<— . Déterminer k 3 former la fonction 
caractéristique et étudier les moments 1+x 


2°) Si plusieurs vsriables indépendantes sont gcumises à la loi pré- 
cédente, quelle loi suit leur moyenne arithmétique. 

3°) Reprenère ces questions pour le loi de densité —<—, 

(1+x2) 

Exercice n° 21 - Première loi des erreurs d'observation de LAPLACE, 

1°) Etudier la loi absolument continue de densité he” *! , Déterminer 
h et former la fonction caractéristique. Calculer la valeur moyenne de x 
et son écart type, L 

2°) Deux varisbles indépendantes x, et x, sont soumises à le loi pré- 
cédente, On forme 33 = X) + Xoe Quelle est la fonction caractéristique de 


z ; en déduire sa loi de répartition 


Exercice n° 22 — 


Une variable aléatoire positive X suit la loi d'expression élémentaire 


dr = e “ax 


1°) Trouver sa fonction caractéristique ; en déduire les deux premiers 


moments 6t l'écart type, 
2°) Si x) êt x, suivent indépendemnent cette ioi, trouver la fonction 


caractéristique de la différence 3% = ZX; et en déduire le loi de pro- 
bebilité de 2. 


Solution ! 


2°) La variable -x, a pour fonction caractéristique 


fr 
X_itx. i 
paCt) = / ce =rt 
a = 00 
et par suite 
Sd D 7 
PC) LE Lt pu 


C'est la fonction caractéristique ä'une première loi de Laplace. 


(Voir Ex, n° 21) et z a pour loi élémentaire äF = el *lax 


Exercice n° 235 - 
Une loi de probabilité a pour fouction caractéristique 
pt) = 1 {tt pour til ci 
PyCt) = 0 pour [5] si 


1°) Que peut-on dire de la distribution : symétrique ou non ? 
existence des premiers moments ? continue ou discontinue ? 


2°) On forme la moyenne de n variables indépendantes soumises à cette 
loi, Cette moyenna a-t-e11e une loi limits lorsque n devient infini ? la- 
quelis ? 


2e) Trouvar la fonction de répartition et s'assurer qu'elle définit 
bien une loi de probabilité, 


— 18 — 


Solution : 


1°) Si une variable X a pour fonction caractéristique Pt) à 502 


opposé -X a pour fonction caractéristique la conjuguée de w. Or ici PL 
est réel - le distribution est don® aymétrigue, La dérivée à l'origin(t) 
n'existe pas il n'ÿ ae donc pas de moment du premier ordre, ni à fortiori 
d'ordre supérieur, 
L'indice de concentration vaut : 
+T 
= lin Pc) fat 
en T 


cette limite est ici nulle et 1 ioi est continue, 


Rappelons que 5° est égal à le somme des carrés des probabilités positives; 


c'est en effet la probabilité d'obtenir XX, = 0. 
X. 
2°) La variable a pour f.c. (1 - kl, pour [té] <n 


+ XX, +osst X 
: 2 6 s à 


= a pour f.c. (1 - &l, pour 6] <n 


11 y & une limite lt] (loi de Caucny) la loi élémentaire de z est done 


1 dx 
G(z)=S 


3°) La densité de 1a loi donnée est 


0 1 
f(x) = _ [ ex (j4t at + à / e"FEX(1.+ )at 
0 


—] 
soit après calculs effectués = 1 Àe0E + 
= , 


C'est bien une loi élémentaire de distribution, car d'une part cette quan- 
tité est toujours positive et d'autre part l'intégrale de -00 à +00 vaut 
l'unité comme il est facile de s'en assurer, 


Exercice n° 24 L 


Une variable aléatoire X a pour fonction caractéristique 


cr 


p(t) = + sin $ ++ 008 à 


N 


Re 
1°) Trouver les moments du premier et du second ordre de X, 


2°) Deux nombres aléatoires indépendents x, et x, suivent cette loi. 
Quelle est la fonction caractéristique de leur différence y = X,-X) et 


quelle est la probabilité d'avoir y = Q. Que peut-on conclure relative- 
ment à la continuité de la fonction de répertition de X. 


3e) Quelles sont les valeurs de X à probabilités positives 8t le loi 
de répartition de |X]. 


Exercice n° 25 - 


Une suite illimitée d'épreuves inûépendentes, dont chacure com- 
porte deux possibilités (a ou b} de probabilités p et q (avec p+q = 1) 
donne un résultat du type suivant : 


baabbbazasaapb 


ba ; a 4 bbba etc... sont dites des suites partisilss aboutissant à à et 
de longueurs 2, 1, 4 etc... La longueur d'une telle suite est un nombre 
aléatoire X pouvant prendre toutes les valeurs entières positives, 


1°) Loi de probabilité de X. Calculer directement sa valeur moysnne. 


2°) Trouver sa fonction caractéristique et en déduire les moments 
d'ordre 2 et 3% par rapport à la valeur probable, 


3%) Former la fonction génétratrice de X et calculer les premiers 
moments factoriels, Retrouver E(x) bo Hz et calculer fa 


Exercice n° 26 - 


On dispose d'une urne contenant des boules blanches et des boules 
noires. Les probabilités d'extraction sont respectivement p et q (avec 
p+q = 1). On fait une suite d'extractions en remettant chaque fois la boule 
tirée, : 


1°) Soit n le nombre de tirages qu'il a fallu faire pour extraire une 
boule blanche, n est une variable aléatoire entière. Trouver le loi de pro- 
babilité de n ; calculer sa veleur moyenne et son écart type. Former la 
fonction génératrice F(u) = E(uf) associée à cette variable aléatoire et 
retrouver à partir de là les résiltats précédents, 


2°) On veut étudier le tirage de 2 boules blanches consécutives. Pour 
cale calculer : 


a) le nombre de permutations de a noires et de b blanches ne com- 


prenant pas 2 blanches consécutives et la dernière boule étant noire (b <a) 


b) la probabilité p, d'obtenir pour la première fois eu reng n 
deux boules blanches consécutives, Calculer Po Pa Fa Pe 8% De 


— 20 = 


c) Former la fonction génératrice associée à cette nouvelle va- 
riable n et en déduire En) et o-(n) Valeurs numériques lorsque 


1 
P = q = Li e 
Solation : 


1°) Loi de prorabilité de n 


Prob. | N 


oo | 
n | soit Ph = ue, d'où En) -2 ng""lp - 


E(n°) 


[1 + 2° + 0 + 2 he 


# 


p[1 +(141Y° Q + (241) 97+ GAY a+... 


En posant le crochet égal à 8 et en développant en trois séries 
deux d'entre elles se calculent et la troisième est proportionnelle à S. ‘ 


1 2 
On cbtient : tr +6=s 


1 1+ 2 1 
it S = — et E æ 
80 P ” (n°) 7 


Un = ER?) = E°(n) = à 


La fonction sénératrice est 


F(u) = 2. ap æ ETS 


On posera u = 1 + v et l'on développéra suivant les puissances 
croissantes de v cé qui fournit très facilement les moments factoriels 
d'où l'on déduira les moments ordinaires. Cette méthode est à la fois plus 
élésante, plus simple et plus générale. 


2°) Etude des suites de 2 boules blanches. 


a) Soit les & boules noires ; chaque boule blanche peut occuper 
a positions (uns boule blanche peut précéder immédiatement chaque noire) 
et il ne peut y avoir plusieurs blanches dans chacune de c2s positions. 
Le nombre cherché n'est autre que celui des combinaisons de a cases prises 


bd à b soit c? : 
a 


b) On est alors en mesure de calculer PLe Les deux blanches fina- 


les sont précédées de (n-2) boules pouvant comprendre a noires et b blan- 
ches suivant les conventions (a) | 


phe 
a 2| n-2 1 n- b &_b 
d'ou PL "P Ê + Ch 3p tose CG P | 
le dernier terme dépend de le parité de n d'où en particulier 
2 2 
Po = P Ps "Pa 
c) La fonotion génératrice sast :! 
ñ è ? 
Mu) np, » n°7 [2] 
2 _? 
+ V p [ua] 
2 èF, 2? 2 
+u p [(ua) + cju Qp 
+ so 


+ (ua )c) (na) upe (ua) (up )+..] 


2 2 2 2 
Pa = PA Ps =pa(lta) ps = pa (i+pa) 


tovse 


En effectuant la somme par colonnes on obtient le résultat sui- 


) 2 ? 1 up up” q° 
F(u = 4 P + + +, e 
1-Ua  (iug)®  (1-u9) | 


vant : 


e à 2 2 
Es l-ug-u "pa 


Soit (E) l'évènement consistant en une série de 2 boules blanches 
et g, la probabilité pour que (E) se produise eu rang n, 


Par exemple (E) se produit au de rang dens les 3 suites suivantes: 


NNBB 
BKBB 
BBBB 


2 
On associe à cette étude  G(u) = 1 + 2, de. 
n=l 


Ga) = 1 + pu? 
+ puêqu 


4 4 
+ pra ut + pu 


On a done 


+ osos 


= 22". 
Car en effet pour que (E) se produise la suite doit se terminer par un 
certain nombre de couples BB 3; l'ensemble de ces couples étant précédé 
de N s'ile re vont pas jusqu'eu premier rane, 
2 4 6 
donc En *PI+TPI+pPATt….…. 
le dernier terme e8£t p_ ou p a saion que n = 2n Où se 2m +1 


En effectuant la somme de le séries G(u) par colonnes on obtient 
2 à 


2 2 
Cu) 21 + Q + DS) s 1 + Om) 
l1-p u 


D'autre part : Si l'évènement (E) se produit au rang (n) il peut 
S'y produire pour la gremière fois ou bien s'y être déjà produit. 


On a donc : 
En Pa * Pnodén eest PhxBx tocot PEn 
ou en posant par convention 8, = 1 
En ” Pn£o * Pn-161 ‘°° Pobn 
et par suite Ga) = 1 + F(u)G(u). 


soit 


| 2 2 
P(u) = SQL. nr. 


1-uq-u pq 


Exercice n° 27 


On reprend la suite des tirages précédents et on arrête après 
avoir obtemu pour le première fois une succession de k boules blanches, 


Soit n le nombre de tirages nécessaires pour cele et P* 12 grobabilité 
correspondante, 


1°) Celculer pour k = 2, 3 et 4 les probabilités correspondant aux 
trois plus petites valeurs possibles de n. 


2°) Dens le cas k = 3 former la fonction génétatrice associée à la 
variable aléatoire n et en déduire les premières valeurs de p. 


Exercice n° 28 - Durée du jeu äse la poule. 


Au jeu de la poule (à pile ou face, probabilités 1/2 - voir Ex. 
n° 7) soit n ls nombre de coups qu'il faut jouer pour terminer la partie, 


= 29 = 


Quelle est la loi de probabilité de n ; sa fonction génératrice 
et la valeur moyenne du nombre de coupe â‘une partie, 


Exercioe n°? - Epreuve commune - Octobre 1945. 


On considère des évènements fortuits E, (avec n = 1,2.,,) et une 
catégorie d'épreuves telles qu'à chaque épreuve se produise 1 et 1 seul 
des évènements E . La probatilité de E est a . On considère d'autre part 


des nombres certains «, tous supérieurs. a l'unité et une suite de nombres 
aléatoires X. On suppose que X, prend la valeur a. si l'évènement E, se 


produit et la valeur 1 dens le cas contraire, 
1°) Calculer la vameur moyenne M, do X . 
2°) Calculer l'écert quadratique moyen c de x. 
4 © - t4 y " 
3°) Calculer l'écart moyen Mn 4 X, avec.M. 


4°) Dire ce que deviennent M, J4, st O7 loreque n croît indéfini- 


ment dans les hypothèses successives suivantes :! 


n | n+l n el 
& = «m =i+e m=sli+2 +(-2) œ«, = 1 +4 


5°) Soient e&, € des nombres certains (€ + O}) et P (8, € ) la probabi- 
lité pour que (X,-e) > £ . Montrer que quelle que soit la suite des a il 
existe au moins une vsleur €e e à savoir a = 1 telle que P,(@; € ) con- 
verge verge © avec = quel que soit £= 0 fixe, 


6°) Prouver qu'il n'existe qu'une telle valeur de a, 


Exercice .n* 30 — 


Un variable aléetoire n suit la loi de Poisson, lea probabilité 


n 
d'une valeur n étant P, = e 7 ST mn constante positive. 


1°) Fonction génératrice ; calculer En) ; Efn(n-t) Elu(n-1}),.(@-p) 


2°) Montrer que E( =) existe 6t donner sa valaur., Même question pour 


1 


: n+i)(n+2).,.,.{(n+p 


3°) Soient u, u,...u, des valeurs indépendantes de n. Montrer que la 
Some $, #U, +U, +...+uU, possède les mêmes propriétés reletivement à 


ET). CE etc. .. 


= D = 


Solution : 


La fonction génératrice est 


00 n | É sn _. 
F{u) = 2 eq ere Z mu au) L enCu 1) 
nai C3 e 


Pour obtenir le développement à partir de u = 1 on pose 
u = À + Y, 
m my? my 
F(1+v) = 6 L æ 1 + mv + "ST. Teoe TR fes 


me, .E In£n-2 Je . (n-h+1 )] = m 
L 


re 
[ 
PS 
pa 
; 
per 
(nt 
hi 


d'où En) = m 


is. 1 s -m me em e%,m. 
2) GMA ETS 2 TU ae 


n=o n=l 


et plus généralement 


1 : & Om m _e m in 
EDS REED, ns 2, 8 n+pt = 2 Ê —l-M— D en 1! 


3°) Le somme 8, suit aussi une loi de Poisson de paramètre hm eu 
lieu de w car en effet sa fonction génératrice est era(u-1) et par suite 


S, 2 les mêmes propriétés que ie variable n. 


IV - PRODABILITES CONTINUKS 4 1 DIMENSION. 


A RUE Se CPE L'ANT CEE PORTO 


Les probabilités contirues se distinguent âes précédentes en ce sens 
que l'ensemble des cas possibles n'est plus un snsemble fini mais un ensemble 
infini ayant la puissance du continu. L'ensemble des cas favorables devra for- 
mer un sous-ensenble de même nature pour que la probailite ne soit pas nulle. 
Lai probabilité est toujoure définie par le rapport Ges mesures de deux ensembles 
(favorable et possible). Ces mesures sont ici continues. 


Dans le cas lo plus simple les ensembles envisagés font partie d'un 
espace à une seule dimension. kinsi nous envisagerons une série d'exercices se 
rapportant à des points pris "au hasard” sur un segment AB . Ce terme hasard 
est pris partout dans un sens mathématiques conventionnel et signifie que la 
distribution est uniforme sur ÀB et la probabilité d'eppartenir à un sous- 
ensemble C de 4B est égale au rapport des mesures de C et de AB. 


Là encore les fonctions caractéristiques sont un outil très 
précieux. 


Exercice n°_ ji - 
Un point M est choisi au hasard sur le segment OA = 1, 


L'abscisse x de M est royrésentée par son développement décimal 
illimité (non terminé par une suite de 9). 


1°) Montrer que, à chaque rang, 1®+s chiffres sont indépendants et 
qu'ils sont tous chaque fois également probables, 


2°) Quelle est la probabilité pour qu'aucun chiffre de x ne soit 
supérieur à son premier chiffre ‘décimal ? 


3°) Quelle est la probabilité pour que le développement ne contienne 
pas le chiffre "7 ? 


Exercice n° VE _ 


En une station de métro À passent deux lignes qui se divisent 
immédietement après À 6n AP et en AC, 


1°) Cn suppose les deux lignes AB et AC d'égale importance, Les. rames 
se présentent À intervelles éraux en À et se dirirent alternativement vers 
B ou vers C, Lorsqu'une rame arrive en À quelle est la probabilité pour 
qu'un voyageur attendant eur ie quai monte dans cette rene 7? 


- 26 


2°) Les deux lignes ont une pertie commune après A soit AB suivies 
de deux prolongations différentes BC et BD. L'importance des 3 éléments 
AB, EC et BD est renrésentée par les coefficients 5, 4 et 5. Reprendre 
avec ces hypothèses la question précédente. 


Solution : 


Prenons pour unité de temps l'intervalle entre deux rames et 
soit N le nombre de voyageurs qui se présentent sur le quai durant cette 
période. | 


Si une rame arrive à l'instant t en A pour se diriger ensuite 
vers B par exsmple, la rame précédente pour B est passée à (t-2) il y ae 
donc sur le quai 2 x N x 1/2 voyareurs pour B, La rame précédente pour 
C est passée à (t-1) il y e donc N x 1/2 voyageurs sur le quai pour C. 


La probabilité demandée est donc 2/3. 
I1 sere facile de compléter le raisonnement pour le second cas 


étudié; mais cette fois la réponse d$pend de la direction que suivra la 
rame après B ; on étudiera les 2 cas possibles, 


Exercice n° 33 - 
Un segment aléatoire AB a une longueur u =» O de loi élémentaire 
k e7" u du 


1°) Déterminer la constante k ; lu lonoueur moyenne de AB ; le moment 
d'ordre h et en déduire la fonction caractéristique pa CE) 


2°) On considère une suite de segments u; indépendants définis précé- 
demment et l'on forme des sommes de ces sesments, Quélle est la loi de 
probabilité F, (x )ax ds x=u, + u, puis la loi £,(x)ax de 


X=X,+Xx, + x et plus généralement la loi £ (x)ax de 


ZX 


LS | + us tooot U, 


3°) On place sur une demi droite les segments u, indépendants 
ee be 
eur cétte demi-droite 3; le nombre de points A, contenus sur OP est une va- 
riable aléatoire entière n. Quelle est sa loi de probabilité ? 


= = k : £ t 
Ah Unes À An u, : Etant donné un point P d'absciese x 


Exercice n° 34 - Un point sur un sesment. 


On choisit au hasard un point P sur un segment AB = 2, On appelle 
x la plus grande des deux longueurs PA et PB. 


._. Calculer la valeur moyenne de x ; sa valeur probable 3; son écert 
moyen et son écart quadratique moyen, 


= 27 — 


Solution _: 

Soit O©O le milieu de AB. On pourra prencre P eur OB et poser 
AP = x , x est donc une veristle aléatoire continmme de répartition uni- 
forme de 1 à 2, 


ous 
Valeur moyenne : X dx =$ 
J3 
F8 ï k 3. 
Valeur péobable : & telle que } 4x => d'où e=$ 
HE: 
Ecart moyen !: 
f° 


1 
hf 
NT 


Ecert quadratique moyen : 


£ À 2 
rF= | (x - 4) ax À 
1 


4 


Tous ces calculs peuvent’ être effectués plus rapidement à l'aide de la 
fonction caractéristique :! 


€ it 


1tx.. ___it e -1 
Pt) © e dxs=e {t 


Exercice n° 32 - Deux pointe sur un segment, 


Sur un segment AR de longueur 1 on choisit au hasard 2 points. 
On note F, le plus proche de A et P, l'autre, Qn obtient ainsi trois 6eg- 
ments. É 


1°) Donner la loi de probabilité de AP, ÿ 5a valeur moyenne, son écart 
type. 

2°) Loi de probabilité de P,P.,. Veleur mcyenne des segments AP) PP 
et PE | 


3°) On plece l'un des points P soit AP 


de a les longueurs moyennes de AP, PP, et EP 


= à ,. Calculer en fonction 
B, 


Solution _: 

On se propose d'étudier ici des éléments aléatoires à 2 dimensions, 
Pour cela on peut envisager âeux méthodes : Une méthode analytique consiste 
à déterminer lee lois élémentaires de chacune des 2 grandeurs constituant 
l'élément aléatoire et à intégrer ensuite dans le domaine convenable. La 


= PB — 


méthode directe consiste à représenter l'élément par un point d'un espace 
à 2 dimensions et à calculer directement les mesures des domaines posei- 
bles et favorables, 


CR CRC Zn CR ED ‘EE D) SR AR EE CR QUES KP 


Soit PF le premier point placé et Q le suivant. Le plus à gauche 
des deux est P; et P, l'autre, Posons AP, = X AP, = y 


La loi élémentaire est la wrobstilité pour aue x soit compris 
entre x et x+dx ct y entre y et y+dy. Ceie 6e réalise pou AP = x et AQ = y 
ou inversement, 


La probabilité de l'un de ces deux évènements conduisent au ré- 
suitat fevorablie est donc : 


2 .« Ex . dy (1) 


Le champ possible est : pour y entre x 8t 1 tandis que x peut 
varier de .O à 1. 


Le loi marginale sera : 
X Y 
F(X,Y) = 2 Î/ 8x / dy pour ZX -7Y par exemple. 
(e) x 


On vérifie facilement que la mesure totale de le rgrobabilité dans 
le domaine possible vaut 1. 


Four obtenir 1a loi élémentaire de AP) = x il suffit d'inté- 
grer en y le loi (1) d'où 


1 
f(x)ax = 2 dx Î &y = 2(1-x)àx 
x 


l 
Valeur moyeune de x =2 J x(1-x )dx =; 
® 


- 2 
Ecart type : 2 (x — 7) (1-x)àx = T5 


O 


L'élément aléatoire à 2 dimensions constitué per les positions 
des points F et Q peut être représenté par le point d'abscisse AP ; 
d'oräâonnée AQ îans le carré de côts i. 


‘La loi marginale de AP, = X est sinplement la mesure dans ce 


arré du domaine  fayorable à ZX, 11 faut AP = x qu  AQ - x 
(faire la fire). Le doxaine Réfarérable ést un carré de doÉs (1-x) d'où 


s 201 


Probe { X < x} = F(x)=1- (1-x)? = 2x=x" 


et l'on obtient 51 on le désire la loi élémentaire par dérivation : 
f(x)äx = 2(1-x)dx 


2°) Loi de P,P,. Le domaine favoratle à PP, < 5 est le bande inté- 


rieure au carré ls long d6 5e diagonale limitée par 
+ 
Y-xXs=s- 72 
Le domaine défavorable est encore un cerré de côté (1-2), 


P,P, & donc mêmes loi de probabilité que AP, (et que P,B par 
symétrie) les valeurs moyennes sont toutes égales à 1/3. 


3°) Le point P est donné et AP = 0. 


Le point P, peut être à gauche ds P avec is probabilité a et 
dans cette région sa densité est 


La loi élémentaire de P, 8 donc 2 formes 
si x-“e probabilité élémentaire dx 
et x=a avec la probabilité (1-a) 


Valeur moyenne de AP, dans ces conditions : 


à : 
DÉCO 
@) 


La valeur moyenne de PB s'obtient en changeant «e en (1-s) dans 


1) 


la formule précédente, C'est donc ie. 


Enfin on déduit de là la valeur moyenne de P,P, On rewarquant 


que le somme des 3 segments est constante, La veleur moyenne de ls some 
qui est aucsi la somme des valeurs moyennes vaut li 


CJ 


à 
d'où valeur moyenne de PP, = l —- (a - 7) æ Se ES 5 à + e° 


Exercice n° 56 - n points sur un segment. 


On donne un segment rectiligne AB = 1 et l'on choisit au 
hasard des points P sur AB, 


30e 


1°) On place n points sur A4B et on lies note dans l'ordre où ils se trou- 

vent placés de A à B soit : AP.P...P B, 
j à n 

Quelle est la loi de AP, soit f (x)éx. Vérifier que son intégrale prise 
entre O at 1 vaut l'unité. Calculer la valeur moyenne et le moment d'ordre r de 
AP, 

h : 

2°) On étudie en particulier le cas où n=2k+1l1 et h=k#+1. Soit P 
le point correspondant, Calculer la valeur moyenne et l'écart type de AP . in 
déduire la loi limite de la variable centrée réduite 


L = —;——— lorsque k tend vers i'infini. 


3°) On considère le point moyenne géométrique des n points P . En uti- 
lisant les fonctions caractéristiques, trouver la valeur moyenne et l'écart quâ = 
dratique moyen de An , 


Comparer 2P et Fan 


Loi limite pour n infini de la variable An centrée réduite, 


Exercice n° 37 - 


Sur le segment ÂÀB de longueur unité, on prend deux points uléatoires dont 


les abscisses sont indépendantes et uniformément réparties de O à 1. Ces deux 
points déterminent trois sesnentsg : 


ÀÂM =%x 


ie ou ie ve 


avec x > © Y 2 0 Zz 0 et X+y +3 = ]l 


ve 
ù 


1°) Déterminer les lois de probabilité de X , de Y et de‘ Z et celle du 
couple (X,2) 


2°) Les longueurs X, Y, et Z sont classées par valeurs décroissantes (ou 
non croissantes) | 


U > V > vw 
Déterminer les lois de U ; de V et de W. 


Exercice n° 38 - (Examen ISUP) 


Ie X, » À » ce 9 x, sont des variables aléatoires indépendantes, toutes 


uniformément réparties de O0 à l. grandeur OP ? Quelle est la loi limite lorsque n augmente indéfiniment ? 
On forme la suite X on 1. Ç et on dit qu'elle est décroissan- L 
è ee q i Solution : 
te de longueur k si : D ne 
üù, a pour fonction caractéristique #. = À cos _ 
» ee. à ' L É ° | ci 
Ne LS > A < Heu : - F 
it 2t 
On désigne par ur la probabilité que cette suite soit de longueur KE au D > 
Tr : £e +e Ÿ 
moins, P, qu'elle soit de longueur k exactement. u pour fonction caractéristique on De Ce 
| 2 
1°) Calculer TT . Exprimer PF en fonction des JT . En déduire P 
k k k k . £ 4.2 + pee : Ë . a # 
La fonction caractéristique de 2% = OP est le produit des fonctions preècé- 
” dentes, 
(On commencera au besoin par montrer que IT, = 1/2 et par caicuier I, s Sans QUE 
cel: soit indispensable), + L + 
Pom COS — COS — rs COS — 
Z 2 2° A 
2°) k étant la longueur d'une suite décroissante définie précédemment : quelle 
est la fonction de répartition de la variable aléatoire kK st sa valeur moyenne ? : 3t £ ñ 
| | S (cos & + cos 4 cos 8 -** COS TA 
3°) Quelle est la probabilité qu'une suite décroissante soit de longueur pai- 2 
re ? De longueur impaire ? : : 
1 | | 3t 2 1 
RL | S0S — + COS — + ..e + COS on 4 
IT: On prend maintenant des nonbres entiers aléatoires indépendants 2, choi- 2 L 2° 2 2 


sis avec des probabilités égales parmi O0, 1, 2, ... , 98, 9 « Une suite de tels 


nombres n n ex est dite non croissante de longueur k si : ; | .. 
” k: k+l L ce ° Signification de cette expression : Chaque terme de la somme précédente tel que 
nt | (4 Ld Q Q # e Q Es 
n. > n > n,> > < | cos est une fonction caractéristique. C'est celle d'une répartition en deux mas- 
A Pk+l ses égales l'une en +m, l'autre en -m. Or %, est la moyenne de 2-1 fonctions 


A rl no | aractéristi s c! ) + aractéristiqus d'ure répartition, elle 
Un desifne par Les la probcbilité d'avoir une suite de longueur k au moins caractéristiques; c'est donc la fonction caractéristique Re 


| même moyenne des ais répartitions. 
se termin'nt par le nombre n. 


n ; 
1°) Donner le tableau des valeurs We pour k = 1, 2, 3 et 4 . préciser la Donc OP a 2 valeurs également possibles : 


loi de récurrence définissant ces nombres (on pourra étudier le comportement des : DT L 223 2 : 1 : D à 
valeurs II L pour n=k = constante). En déduire la probabilité IT, d'avoir où pà 2 LÀ on 


une suite non croissante de longueur k au moins et enfin la probabilité PL | 
, | s ns Remarque : On pouvait trouver facilement ce résultat sans utiliser les fonctions 
qu'une suite soit de Jongueur Kk exactement, mm" = Le. 
caractéristiques: 
Loi limite : Si n tend vers l'infini, la somme définissant 4%, tend vers une 
intégrale définie : 


C4 


Exercice n° 39 - Convergence d'une loi de probabilité. 


rl 
LT est un vecteur de longueur _ , il est positif ou négatif avec des proba- cos at da = Fe 
bilités égales 1: + , Plus généralement u. est positif ou négatif avec des proba- v 0 
bilités 3 et sa longueur est . 
2 C'est la fonction caractéristique d'une répartition uniforme de -1 à +1. 


On fome Cu, +u, +... +u . Quelle est la loi de probabilité de la 


- 32 bis — 


V — FROBARILITES GCEOMETRIQUES, 


AR gra fans OC) dns Ole SU, 


Les probabilités continues sont déjà des provabilités géométri- 
ques, Toutefois on peut distinguer, surtout du point de vue des problèmes 
les probabilités continues à n dirensions des probabilités géométriques, 


Dans le premier cas l'élément aléatoire est un ensemble de ncmores 
aléatoires. On associe à cet élénent une fonction caractérigtique à n para- 
mètres qui joue un rôle tout à fait anslogus à celui joué par les-fonctions 
caractéristiques dans l'étude d'une seùle variable. 


On appelle plus spécialement probabilités géométriques les problè- 
mes donnés sous forme géométrique comme, par exemple, le problème de l'aiguille 
de Buffon (Exercice n° 44). I1 faudra ici choisir les paramètres, trouver, si on 
ne la donne pas, la loi élémentaire et l'intégrer dans le domaine convenable . 
Dire que le répartition se fait au hasard, c'est dire que la probabilité doit 
rester invariante par une transformation du groupe des déplacenents. 


Exercice n° 40 - Chemin aléatoire dsns ie plan, 
Une suite de points aléatoires M, LH... Mo. définis per leurs 
coordonnées rectangulaires x y s'cbtient de le façon suivante : 


M, se déduit de M per : 
#n © Xn1 * a, 
Yan * Ynel * ?n 

et M coincide avec l'origine Oe 


‘Le vecteur aléstoire (a b ) est défini par deux opéretions 
aléatoires S 


. le direction est Ox.aveo la probabilité p ou 0y avec la probabilité 
q = l-p. 


b) la longueur est une varisble aléatoire r de répartition connue, 


Ce deuxième choix est indépendent du premier et tous les r. sont 
indépendents. S 


1°) On suppose r constant égal à l'unité. Quelle est la fonction cerac- 


téristique du couple sléatoire (a,b) et ceile du couple CR ARE 


RE 


2°) r est positif et suit une loi de fonction caractéristique P(4Y 
Quelles sont les fonctions caractéristiques de (a,b) et de (x 7) | 


3°) r suit une loi de densité e "dr, Quelle est le loi de probabilité 
du rapport 2. 


Calculer dans ce cas l'espérance mathématique du carré de la 
distance D, du point M à l'origine, 


Solution _: 
1°) 84 r=1 
avec la srobablilité p a =21 b=+0 = 


N iu 
d'où y. (u,v)= pe: + qe 
MAR " G aàa=0 b= , _ 
et per mite 
( ; iu iv? 
Pr y (uv) = (pe +6 ) 
nn 


2°) Cas général r positif variable, soit F(r) sa fonction de distribu- 
tion 
avec la probabilité pdrï(x) a = x et b=0o 


tt LL LL qdF(y ) a 


O et b=7y 
d'où 


PU v) = Je art) + Jeierts) = p plu) + a y(v) 


et par suite 


LR AO “ É plu) + q en | 


3°) Etude du rapport . = 3 


co 
Prob: 2e k) = / f(x) F(xx)dx 
J.0 
F(kx) m le "Ex 


La fonction de distribution de # eat donc 


Frot.(s kW} = er 


or ici P(x) = e7* et 


Etude de la distance ON, 


_ 34 — 


ñ 
— Éd x TT 
e t ÿ 2 — ( … a + : # * ) 


Le dévelorrement de cette expression suivant les puissances 
croissantes de (u,v) donne les moments successifs des variebles (x,y}). 


"ab l-5u Liv 


Les termes du second degré sont : 


.2 2 >| 
| nGu-i )p°u” + 2n p | is Sato ja” v? +en “l+n UV+... 
an 
2 2 
atcù E(x, } = n(n-1)p +2np 


E(y°) n(n-1 )A° + 2n 


© 


et par suite 


if 
fl 


E(D) = E(x%) + E(y2) = n(n-1)(p°+q°) + 2n 


ÉPSERES RRLENEEÉRRDS RU DREVTEMNEE OC LT ERNEST EN RENE PPT) 


Exercice n° 41 - Lois limites, 


On forme comme dans l'exercice précédent le contour aléatoire 
M KE, ,...M 
o ' l°°"°hn 


1°} r, longueur des vecteurs eet une constante égale à l'unité, 
Treuver le loi limite des variables x y, réduites, c'est-à-dire de 


x, — ECx ) Yn — EC.) 
G7 
X} Ya 


2°) x» guit une loi de mrobabilité dort on donne les moments successifs 
m, m, ... et l'on suppose m, f 0. Quelle éet la loi de probabilité limite 


des variables réduites lorsque nr ausmente indéfiniment, 


Exercice n° 42 - Distance de 2 pointe pris eu hasard dens un certein domaine 


1°) Sur un segment de longueur 7 on choisit deux points au hasard 
P et Q. Quelle est la loi de probabilité du segment FQ = r, Loi merginale, 
Valeur moyenne. Valeur médiane, Loi de r° = €. 


2°) On donne deux segments persllèles AB = CD = £ distants de h ; 
le figure À B D C formant un rectangle, On choïisit eu hasard un point P 
de AB et un point Q de CD, Soit X = FQ le segment aléatoire ainsi défini, 
Loi de X, Valeur moyenne. Valeur médiane, 


3%) On donne un rectangle de côtés (a,b}. On choisit au hesard dene 
ce rectancle deux points P et Q. Etudier la loi de probabilité du segment 
aléatoire FQ = X. Cas particulier Db = ae. 


Î 
\A 
UI 

E] 


Solution ! 


1°) Un seul serment. Le donnée du coupie (P,Q) équivaut à celle d'un 
point M(p,a) dans le carré de côté ? 


Le domaine favorable à |p-q| = r se compose de 2 bandes parallè- 
les à la diagonale issue de l'origine ; sa mesure est 2(#-r jar 


d'où l'expression de la loi élémentaire de r : 


f(r)ar = 2 Es är 
2r Ç 
On en déduit facilement la fonction marginale : Fr) CR LE ou a ét r € 
| | Le { 


Vaicur moyenne 2T LE du = l 
ER ES ( ° 24 nn é. D) a La 
Q 


ñy 


Veleur médiane ne 5 soit += 1: E 
Ê 


LÀ + 


Remarque : Autre reïsonnement : Pour avoir PQ comprise entre r #&i r+dr : 
le poirt de rauche doit $tre situé sur une portion fu segment 


, se .# € | + = . ‘ Cu a 6 » 
donné, de mesure À : cette éventualité & pour probabilité = , Le point 


Ge éraite s'en déduit par translation d'emplitude r ; ii doit se trouver 
danse l'élément de mesure dr ; la probabilité de cette seconde éventualité 


dr Ca e || Ü » NN “ 9 à # a 
Se nie Enfin le point de gauche peur Être P ou &G 3; ia loi élémentaire 
es donc 


| 2 | 
Loi der” = 0 Me)-25-e2/t-R en posant = À 


2°) Deux segments parallèles AP = CD 


À 
Si Æ = X x° = ee r et le loi de r est d'après ce qui 


précède 
2 
Fr) =2 ; & 2e c'est le probabilité d'avoir Rcr 
—__—— ee ./ 2,2 
Probatilité (X < x) = Probabilité (R cr = jx°«h°} 
FT) Vu 4 
= ? L'an ch x n° 
Ê c? 


= 36 — 


ar(x) = 2x ___ FE) 
n sn PE 


d'où l'on déduit la valeur moyenne et la valeur médiane, 


3°) Carré de côtés (a,b) 
Soit P(x,71) et Q(x,y ) posons | x) x; | = 9 cos Q 
| Y2"Y) | = p sin © 
D'après ce qui précède, la probabilité élémentaire de IQ = X est 
a-|x;-x]  D-[ranl 
esse ETS dxdy 


& 


2 


or dx dy = op dp d@ d'où en fonctibn âes coordonnées 6 et © 


2 2-L O8, 22-46, 4 40 
D 


A 


DL: 
Probsbilité [e<r] | ] 4 ==2 50e L-e5ine, de de 
| | ge x 
0 (@) 


pour r <a 
r bb 


I1 y a liou de faire quelques remarques sur les limites d'intégration :! 
Le segment PQ peut prendre toutes les directions possibles dans 


le rectangle lorsque 8a longueur est inférieure au D petit oôté ; dans 
le cas contraires les limites seraient fonctions de 


D'autre part, dans los conditions où nous nous sommes placésg 
@ doit varier dans un intervalle d'amplitude _ seulement puisque on a 
imposé le point le plus bas et le plus à gauche par exemple, 


On obtient après intégration : 


2 2 
der T 4,r r r 
Probabilité Le ” -&[ M 4 + D) + # | 


En particulier pour un carré de côté & et pour Tr <a 


Probabilité É < “| = gr = F+ 4 Lo | 
a 2a 


. 31 - 
Autre mode de raisonnement : 


Pour que le segment orienté PQ fasse avec un côté du rectangle 
un angle compris entre © et 6 + d@ et que le longueur PQ soit commise 
entre pe et ep + de il faut que P soit à l'intérieur d'un rectengle de côtés: 
Fa cos ©) et (b-0o sin @). On déduit ensuite Q de P par une translation 

6,5) êt Q doit se trouver dans l'élément de mesure p de do. 


Le probabilité élémentaire est donc 


(a-0 cos 2)Cb-e sin 0) de d9 
& ab 


ot pour obtenir la fonction de distribution on intègre en faisent varier © 
de Ô à 2n puisque cette £Pois nous avons pris P pour origine du sepmentb 
orientés PQ. 


Exercice n° 45 - Loi élémentaire des droites du plan, 


1°) On considère une droite illimitée dans un plan et son équation 
sous la forme y = ax + b, Quelle est le loi élémentaire de probabilité 
en fonction des paramètres a et b sachant que cette loi doit rester inva- 
riante par rapport aux déplacements. 


2°) En déduire le loi f(p,8)däpdo des paramètres de la droite prise 
sous forme normale 


X Cos © + y sin 9 - p = 0 


Solution _: 


Soit y = ax + b 6t eppliquons le changement de variables défini 
par 
x =x + À cos 0 - Ÿ sin 9 


y=7, + Xsin9+ŸY cos €. 


Les coefficients (a,b) deviennent a, et b, 
a cos @ - sin © |, RO 
2) “556 0 + 8 Sin 6 (1 DS ner cso (2) 


Si les densités en (a,t) et en (ab) sont fespectivement d et d 


1 
d, D(ab) | 3 
a “Hep) (a sin © + cos 0) (3) 


On voit que la fonction élémentaire de densité ne dépend pas de 
ZX Yo donc pas de b, 


= 70 


On peut éliminer © entre (1) et (4%) en posant pour simplifier 
les calculs u = a sin @ + cos 9 d'où finalement 


-3/2 
d (1+a°) 
+ = 1 soit d = k | 
(1+a ) fl+a° ) 
la loi élémentaire est 
da db 
f(a,b)daëb = k 372 
(1+a°) 
En coordonnées (p,0) on «a 
 L te Ga et  épao = 50840 
2 2 12 
l+a (1+a°) 


lea probabilité élémentaire est alors K dp d8. 


Exercice n° 44 = Aiguille de Buffon. 


On jette au haserd une aiguille de lonsueur À gur un parquet 
régulier à lomes perallèles de largeur a. On demande ia probabilité pour 
que l'aiguille soit en contact avec 2 lemes (c'est-à-dire qu'elle rencon- 
tre une raie). 


Solution _: 

Donnons d'eborä de ce problème une solution élémentaire : Scit 
AB l'aiguille, Du point de vue qui nous intéresse ici Sa position ne Gé 
vend que de 2 paramètres : l'angle de AB avec les raies et le distance de 
À par exemple à une raie voisine, 


On trouve facilement la probabilité cherchée P : 


T 
2 
ou Ÿ sin © _4æ _ 2? 
& T £TL 
© 2 


VA (à s 
Pour une valeur donnée de 9 1a probabilité est en effet Pere 


Gn peut donner de ce nroblème classique des solutions plus élé- 
santes, 


Par exemple : considérons une courbe de longueur 7 déformable où non qu'on 


laisse tomber au hasard sur ie parquet et associons uns variable aléatoire 


X égale au nombre d'intersections de la courbe et des raies séparant les 
lemes. 


ce 


Si un élément de longueur al & pour mrobabilité de rencontrer 
une raie p dÀ ; l'espérance mathématique de X est : 


L 
2e frac = p 
0 


En particulier si cette courbe est un cercle de diemètre a, 
on est certain qu'à chaque fois X = 2 donc 


: 2 
p Ta = 2 soit nr 
et par suite pour l'aiguille rectiligne de iongueur 
| 2É 
Papi 


Exercice n° 45 - 


On donne un cercle de centre 0, de rayon KR et une tangente 4B 
à ce cercle. I est le point de contact et JA = IB =R, 


1°) Quelle est la probabilité pour une sécants du cercle d'être 
sécante du segment AB, | 


2°) Quelle est la probabilité pour une gécante du segment AB d'être 
sécante du cercle, 


On suppose dans tout ce problème que les sécantes sont des 
droites prises au hasard dans le plan c'est-à-dire que la probabilité 
élémentaire est de la forme käpdO6. 


CD CRD um vaut QD CES AE D 


La méthode générale consiste à chercher dans le plan (p,0), 
puisque ce sont les paramètres qui s'imposent, les domaines favorables à 
chaoun des deux évènements envisagés. On calculora les mesures de chaque 
Somaine et celle de leur partie communs, On en déduit ensuite la proba- 
bilité cherchée. 


Ces calculs peuvent être simplifiées en appliquant 1'élérent 
théorème de Barbier selon lequel la mesure des sécantes é‘un contour 
convexe est égale à la longueur de ce contour. 


Exercice n° 46 


Sur une circonférence de centre O0, ds rayon 1 on merque deux 
points fixes À 8t B. Soit À le plus grand des deux arcs AB. Un angle droit, 
d'orientation aléatoire tourne autour de O et ses côtés cougent la circon- 
férence en C et D, 


1°) Calculer les probabilités suiventee : C et D sur À ; © ou D sur À; 
C seul sur À, 


_ 40 — sh) = 


2°) On considère un cercie (8) de rayon R et une figure aléatoire Le point M eyant pour coordonnée s X, et Yen déduire les va- 
formés d'un angles droit OP, OQ tel que OP = OQ = R,. Le sommet © est un - re 
; ve a ieurs de EX ) et E(x°). 
point quelconque de $ ; la répartition de O sur le cercle est à deneité 1 RE 2 
constante et l'engile d'orientation de l'angle droit également, Quelles Montrer de : pH + #% et donner les expreseions de H 
sont les probabilités pour que : P et & soient extérieurs à 8 ; P noit et de K. se E(X, n) : P RE 


soul extérieur ; P et Q soient intérieurs, 


ur f 
pari cu -m = 
2°) Si P O Q evait ses côtés aléatoires indépendants en direction, se LORS 


que serait la probabilité pour que P et Q soient extérieurs, 


4°) Le point O est alors un point quelconque intérieur à (6) de äen- 
gsité constante en surface et P O Q forme un angle droit de direction 
aléatoire, Quelles sont les probabilités pour que P et Q soient intérieurs 
$ S 3; pour que P seul soit intérieur ; pour que P et Q soient extérieurs CEE 
S 


Exercice n° 47 - Epreuve commune - Juin 1951. 


L'angle «a d'un vecteur avec un axe donné est une varisblé aléea- 
toire, On eppelle w (t) sa fonction caractéristique et soit 


p(t) = ACt) + 1B(t) 


1°) Comment peut-on obtenir les veleurs moyennes E(cos x) E(sin «) 
E(cos"a) et B(sin’a). 


2°) On choisit OM, suivent 0x puis MM, tel que (OM, M, ) = a, ‘et 


— —— 
plus généralement M #, M M = a 
Tous les x sont indépendants et soumis à la même loi. Quelle est 

la fonction caractéristique de l'aléetoire U.» angle de Ox et de y ÿ 
R D+ 


+ 
À. 


Préciser la forme de tous les résultats précédents lorsque 
œ ? 22 
(6) ee +8 a 2 


3°.) On suppose maintenant que x ne peut prendre que deux valeurs +n 
ét -M, Chacune avec la probabilité 1/2 et que de plus tous les vecteurs 
euccessifs sont égaux à l'unité, 
Calculer dans ce ces Ecos u ) E(sin u ) 
nf n 2 £ 2 
E(cos u .) Fi ein u ) 
4°) u, et LT] étant deux valours 4e u. (avec l + k}. Caiculer 
ÆElcos nu, cos n,) et Esinu, sin v,) | 


VI -— DEPENDANCE ET INDEPENDANCE STOCHASTIQUE. 


D à 


Lorsqu'on étudie un élément aléatoire à plusieurs variables, 
uns notion très importante est celle de l'indépendance stochastique de 
ces variables, Cette indépendance implique une disposition trés parti- 
culière des masses dans l'espace des variables envisagées, L'exercice n°48 
fera comprendre sur ur exemple simple en quoi consiste cette particularité. 


Lorsqu'il y a dépendance entre plusieurs variebles, il v a lieu 
d'envisager les "lois liées", Enfin, pour caractériser la liaison entre 
2 variables, on a proposé un coefficient : le coefficient de corrélation. 
Bien entendu ce coefficient, malgré l'intérêt qu'il présente surtout dans 
le cas particulier d'une loi normale (V. Ex. n° 51), a des inconvénients 
dans le cas général, car il est impossible de représenter par un seul non- 
bre le comportement d'une fonction. 


Exercice n° 48 — 


On donne la suite indéfinie des nombres entiers, Quelle est la 
probabilité pour un nombre de cette suite d'être multiple de 23 de 3; 
de 5, 


Farmi les multiples de 3, quelle est le probabilité afavoir un 
multiple de 5. 


Parmi les non multiples de 3, quelle est Ja probabilité pour un 
de ces nombre de n'6tre pas divisible per 5, 


Plus généralement si p et q sont deux entiers premiers ontre eux, 
montrer que la probabilité pour un nombre d'être divisible ou non par p 
est indépendant du résultat relatif à q. 


Dresser le tableau donnent pour l'ensemble des nombres leur pro- 
babilité d'être ou non divisibles par 3 ou par 5. Même question pour 6 et 4 


On considère le suite des nombres premiers 2,3,5... jusqu'à N. 
Quelle est la probabilité pour un nombre de n'être divisible par aucun 
nombre premier inférieur ou égal à N. 


Solution : 


Les multiples de 3 sont de la forme 3 M où M est un entier, Le 
nombre étudié sera multiple de 5 en même temps que M ii y en a donc 1 sur 5 


L'ensemble B de tous les nombres peut 6tre divisé en deux ensemble 
bles complémentaires: les multiples de 3 soit (D) cet ensemble et (P) l'en- 
semble des non multiples de 3, 

E=D+P 


ss. = 


Danse E comme dans D un cinquième des nombres est multiple de 5; 
ii en est donc de même dans P, | 


On généralise facilement au cas de p et q premiers entre eux 
quelconques. Tableau relatif à 3% et 5 : on voit facilement que dans chaque 
case la probabilité est le produit des probabilités marginales : il y «a 
indépendance par contre dans le cas de 6 et 4, cette condition n'ést pas 
réalisée il y e dépendance, | 


La probabilité pour un nombre de n'être divisible par aucun 
nombre premier inférieur ou égal à N est donnée par 


rn-(-9Q-DG-9.. G-5 


Exercice n° 49 - Dépendance. Loi liée, 


a et b étant des variables aléatoires positives de loi élémen- 
taire e” du, on forme 
X=et+pb 


ÿ = 4& 


1°) Former les lois marginales A(x) et B(y) et la fonction de répar- 
tition totale F(xy). 


2°) Montrer qu'il y a dépendance stochastique et que la différence 
d = F(x;) - A(x)B(y) 
est toujours positive dans tous le domaine (x,7}), 
3°) Courbes de régression et écerts-types liés. 


Coefficient de corrélation, 


Lois marginales : 


x x-8 
AUx) = | cu / bal (1+x)e"* 
Q 


e) 


V 
B(y) = Î e7*da = 1 - e"Ÿ 
0 


et lea fonction de répartition totale est 


# 


# 


F(xy) = Jl e %e"Paaab 


= 1 -— e"Ynye"* 


On voit qu'il y a dépendance stochastique 


= de 


étendue an dumaine 


d = e"* [1 +L- y (11x)e 7] 


du signe du second terme, c'est-à-dire de 


2 + b -(lrarbhe" = G(a,b) 


or Gi = (a+b j"* » 0 


Œ =1e "20 


où d = 0, on a donc bien d > O0 pour x >» O et y > 0, 


ie minimum est réalisée pour x = y = 0 


Loi liée de y en x : la loi élémentaire est : 


2 _X 
| & Fe dàxëy. 
xe dx 


le répartition est donc uniforme; la valeur moyenne de y est y DE: 


dy 
x 


X£<x et Y<y 


y variant de O à x 


le lieu est une droite : c'est ce qu'on appelle la droite de 


régression de y en x d'équetion 


l'écart type lié est (x) 


La loi liée de x en y 

F(x)ax = 

et x variant de ÿ à l'infini la 

X = 

il y e donc aussi une droite de 
Coefficients de cerrélation : 

les valeurs moyennes sont 

et les moments centrés : 

= 1 


By Mo © € 


ÿ-3 


1 


V12 


Z 


X 


est, Sous 65a forme élémentaire 


eve” *ax 


valeur moyenne est 


y +21 


régression et l'écart type lié est e” 


x = 2 


y = dl 


= dl 


d'où 


r 


+ 


à 


- LS — 
Exercice n° 50 - Epreuve commune - Juin 1946. 


Une variable aléatoire u (variant de O à l'oo) a pour loi 616 
mentaire 


Ù . 
@e du 


Soient 2,b,c trois valeurs indépendantes de la variable u. On considère 
le point aléatoire à trois dimensions 


XX = a + D 
= & + C 
Z = & 


1} Quel est le champ de variation du point (x,y,z); la loi de proba- 
bilité élémentaire de (x,y,z) et sa fonction de répartition, 


2*) Quelle est la fonction caractéristique s(e(x+vy+wz), de cette 
loi de probabilité, | 


3%) On considère la projection {xy) âdu point eléatoire sur le plan 


des xy. Quelle est 1a loi sinsi obtenue (loi élémentaire et fonction de 


Tee + 
répartition). 


On fixe dans cette loi la valeur de x : loi de nrobabilité liée 
e y dans ces conditions. Quells est l'espérance mathématique liée de y, 


d 
soit E(y). Lieu géométrique àäu point de coordonnées x et E (y) ; c'est-à… 
dire le lisne de régression de y en x. 


4°) On Fixe dans la loi de (x,y,z) les valeurs de x et de y, Loi de 
probabilité liée de z dans ces conditions. Ceiculer l'espérance mathéma- 
52 


tique liée de z soit Eye Surface de régression de z 8n (x,7). 


Exercice n° 51 - Résression d'une loi normale, 


On donne le couple (xy) de loi de probabilité élémentaire 


1 2 2 
ac? - (ax +2bxy +Cÿ . 


Se e dy 


Etudier la loi liée de y sn x en déduire la courbe de régression 
et l'écart type lié, Comparar l'écart type de y à l'écart type lié de y 
en X. 


Solution_1 


L'éexposant de e peut s'écrira : 


: è 
2 
2 ÊnE (bx « cy)+ ax - Lx 


ax + 2bXy + 0y - 


- k6 — 


si donc on pose 1 y =— : x+Y on obtient : 


2 
ex” 4 2bxy + cy° = se? x + cY° 


la loi élémentaire s'écrit donc 
2 
Len 6e (e dY)dx 
Cétte forme met en évidence la loi liée par x. 


La valeur moyenne liée est Y = O soit y = - 


CT CS 
F4 


et l'écart lié gT = 
4 Ve 


On trouverait de même que la valeur moyenne de x pour y donné 


: il est constent. 


est xX=- L y et l'écart de x dans ces conditions est constent épgale- 


ment : 


ZX Ja 
Les deux courbes de régression sont des droites ét les écarte 
types liés. sont constants. 


/ à 
L'écart type de y vaut CF, = f— 
ac=b 


L? 
donc <w. 1 LR 


Cy ac 
or on sait que le coefficient de corrélation esb ici 7 = — 


X 
_ 
donc D) = 


C (y) 


Exercices n° 952 — Epr euve commune = Juin 1952. 


1°) Une variable aléatoire X est distribuée avec une densité constante 
entre zéro et un. 


Soient x, &... x, les résultats de n épreuves indépendantes, 
On les classe par ordre de grandeur croissante : soient u, Unooot 
On appellera u la plus srande et v la plus petite. 


- 47 = 


On se propose d'étudier la dépendance stochastique entre u et vw. 
Four cele, on résoudra les questions suivantes :. 


2°) Loi de distribution de u ; loi de distribution de v, Trouver les 
espérances mathématiques Eu), E(v). 


3°) Loi de distribution de l'ensenble Uy Use. ue En déduire la loi 


de distribution du couple u, u, donc celle du couple u, v. 


4*) Lois de distribubion liées, de v connaissant u, de u connaissant v 
En déduire les espérances mathématiques iiées E(Ÿ) et E(D). 


Dans 1e plan des u, v tracer les de de on Retrouver 
les vaieurs E(u) E(v). 


5°) Montrer que si l'on pose 


y 8 _b 
u = l = et ve 


les variables aléatoires u et v ont respectivement des lois limites que 
l'on indiquera. 


Trouver la loi limite du couple e, b et montrer, en précisant 
ce” terme que lee variables a, b sont indépendantes à la limite, 


6°) Bupposant maintenant que X est une variable aléatoire dont la 
fonction de répartition est F(x) continue ; on montrera qu'on peut étendre 
ces conclusions aux variables aléatoires F(u) F(v). 


_ 48 - 


VII — CHANGEMENT DE VARIABLES, 


Des 6léments aléetoires à plusieurs dimensions admettent une 
infinité de coordonnées possibles, Chaque système de coordonnées est un 
système de variables aléatoires associées aux éléments étudiés. Bien 
entendu, certaines variables ont des lois plus simpleg que d'autres, En 
particulier on verra (Ex. n° 57) qu'on peut toujours choisir des systèmes 
de variables aléatoires qui soient indépendantes entre elles, 


Exercice n° _5°5 - Une seule variable. 


Une variable aléatoire positive Lo ES D » | a une répætition 
uniforme entre x = O0 et x=a 


On considère la variable aléatoire Z = Le X, Quelle est la loi 
de probabilité de Z, Trouver sea fonction caractéristique et sn déduire 
E(Z) et C(z). 


Solution : 


donc si 4 = Le x 


Z est une variable comprise entre -o0o0 et Log a, de fonction de répartition 


gs 
8 
F(z) Fe 
a? 
et de loi élémentaire dF = vi äz 


Lea fonction caractéristique est : 


Log a TT 
1 its @ 
P,Ct) = a Css TI 
“00 sens rend 
Son développement s'écrit 
D 
te 


Uu 1 + it | (Log a) - 1}+ E) Froga - 2 Log à + 2| 


E(Z) = (Log a) = 1 œ *(2) = 1 


= L9 =. 
Exercice n° 54 - Eléments à deux variables. 


E XL 
| On éorne le révartition de densité f(x,y)})=e Ÿ dans 10 
plan ox, oy limité à x > O0 et y = 0 


à « 
On fait le changement de variables u = x + y v = - : 


Quelle est le loi de probabilité en (u,v) et son domaine ? 


Soiution. 
_ UV ne 1 
À 7 Tiv 1+v 1+v 
DUx- “U 
sa JE) - =. 
Du, (1+v)° 
ui (1+v) (1+v)” 
la densité devient : e°” _ 5 audv pour u >» U 
{1+v) +. 
Les distributions marginales élémentaires sont 
oc 
f(u)du = u e* 7 = u e “du evec O = u = 00 
0 (1+v) 


e(v)av = ir äv &vec O £ v < 00 
(1+v) 


done les variables (uv) sont indépendantes de même que (x,y). 


Exercice n, 359.- J.S.U.P. juin 1960. 


Soit l'ensemble XL, Æ, 9 eds x, de n variables aléatoires indépendantes 


positives obéisaant toutes à la même loi d'expression élémentaire : 


f(x) dx = ee" ax 


Ceci constitue l'échantillon (I) 


X, + À, + ose Ÿ X 
1°) On forme m = ie 


n 


a) Etudier le comportement limite pour n = ® ‘de la variante aléatoire 


m 
n 


b) Dorner une loi approchée simple de m, pour n fini mais assez grand. 


- 50 - - 51 = 


2°) Les v.a. x] sont classées par valeurs croissantes et notées : = Pl : Y 
RLLS se ST, un = Lun — Puy tee 
a) Donner la loi de Y, Cuelle est la loi de probabilité de u ? 
b) Donner la loi du couple Y. #Y : : 
1 2? “he sont les moments du ler et du second orûre (mo Ds oo, M? m .) 
c) On pose Y. = U, du couple aléatoire (u, ù 41): Donner le coefficient de corrélation de (u,  ,)- 
T2 _ ï1 _ U one Ar CORpEE vi Ù, II - Les 4, varient de = © à + o . Leur loi est définie par la fonction 
Que conclure relativement à la liaison de probabilité de U, et de U, ? de répartition : F(t) = Prob. {x RE } ° 
_ | 1) Soit. K le nombre de valeurs Y de la suite E comprise dans l'inter- 
3°) Généralisation des résultats précédents à un rang quelconque | F | 
valle (0,1). Ce nombre est aléatoire; pour l'étudier exprimer sa fonction carac- 
a) loi de a téristique à l'aide de F(t). 
b) loi du couple [ Yes À 2) Appliquer le résultat au cas où X, est uniformément réparti de -h À 


+h (aveo h entier >1). Calculer dans ce cas la valeur moyenne et l'écart-type 


| ( — = 
c) Si l'on pose Y se UR, de K, 


k La donner la loi du couple [Ye U 4 


3) On conserve l'hypothèse II, 2, pour la loi des X et l'on prend, au lieu 


4°) Conclusion de l'intervalle (0,1) un intervalle d'amplitude 1 mais dont les abscisses des 
extrémités ke sont pas des entiers, garde-t-on la même loi pour le nombre de valeurs 
Donner la loi de l'ensemble [ UT PT 3 Le | . placées dans cet intervalle ? 
Montrer qu'on peut réaliser l'échantillon I de deux manièreg : 4) À partir des conditions II, 2, déterminer ia 1oi limite de K iorsque h 


tend vers l'infini, 
soit à partir des X, ; 
goit à partir des U, Préciser cette seconde manière, Exercice n° 97 - 


On réprend l'exercice n° 45 où chaque sécante est déterminée par le point de 
‘conrdnnnées polaires (e , D); ce point étant le nieë de 18 pernendiculaire abaissée 
= C 


o de © sur la sécante. Au lieu de choisir les courbes60-C ‘ et on choisit 

Exercice n° 56 - I.S.U.P. pour eourbes Coordonnées t d'une part les cercles de centre © et d'autre part 
des arcs de cercies de rayon R. passant par O0. Montrer que les deux paramètres liés 

On considère l'ensemble E des variables aléatoires x ces deux dernières courbes coordonnées sont indépendantes en probabilité. Quelle 


est alors la probabilité pour une du cercle d'être une sécante à la tangente À B ? 
Y =n+ X 
n n 


Exercice n°_58 - (Option statistique oct. 1959) 


10) X, Y, Z étant trois variables aléatoires normales, indépendantes, 
d'écart-type et de valeur moyenne nulle trouver la loi du couple Li V. 


où n prend toutes les valeurs entières de -CO à +00 ; les variables X, sont 


mutiellenent indépendantes et suivent chaque fois une même loi de probabilité. 


I - On suppose d'abord que les X sont uniformément répartis de - 1/2 à 


+ 1/2, et l'on forme les différences : 


5e. 


2°) Montrer que -LX+Y+Z ,X-Y+27,X+Y sont indépendantes et 
trouver leurs écarts-types. 

3°) Montrer que X+Y + Z et (X - Y)2 + (Y - 2)* + (Z - x)? = 5” sont in- 
dépendantes et donner la loi de S . Quelle est l'espérance mathématique de se? 


Exercice n° 59 … 


ur 7 CE GE CP ET ES GURD UE GUN CE AR TE Ge 


(6 e) 
Soit R>0 aléatoire de densité f(r) et l'on suppose que Ge = [ rf(r)ar 
Ê LA 0 


existe et reste fini, et soit d'autre part ÿ® un angle aléatoire de répartition 
uniforme entre O et 2Xx 


Dans le plan Ox, Oy on considère M de coordommées polaires R,w et de 
coordonnées cartésiennes X,Y . 


1°) Donner l'expression de la densité de la probabiiité de X . Valeur moyen- 
ne et écart quadratique moyen de X . Valeur moyenne du produit XY. Tensité con- 
ditiomnelle de YŸ conraissant X 
=. 


2°) Gue devient cette densité conditionneile quand f{r) = 2 re ? 


Que peut-on dire de Z et de Y ? 


En admettant que f(r) satisfait à certaines conditions de régularité que 
l'on précisera, chercher quelle doit être la forme de fr) pour ques X at Y 
goient indépendants. 


Solution (?ème partie) 

+ en D > 2 
a" 

la densité marginale en x est —— 


2 Var 


T e ?# 
at la densite 


Si f(r) =2re 


e 


conditionnelle g(y) = cette demière est indépendante de x ; donc les 
variables X et Y sont stochagtiquement indépendantes. 


D'une façon générale, il y aura indépendance si la densité : fe) est un 
produit de la forme A(x) By) 


Si l'on pose g(r) = f&) il faut avoir d'Log € = ©Q 
. P ë r 0 X dY 
On obtient après dérivation 1 
SE" '° ùr dr LE x fr ms À 
2 0X OÔ0y E dx y 


soit 


22 
d /,g! Ôr | g 
X dr . dy em O d'où —= 2 er 
,. PL 
g(r) = he f(r) = hr e°° 


CO 
11 faut de plus que 1 f(r)är = 1L ce qui entraîne c < O de la forme x° et 
h=2x° - 
2 2 
finalement f(r) = 2 kr e TT 


Exercice n 60 - Epreuve comme - Octobre 1950. 


Une suite de points aléatoires M M AS M, *.. définis par leurs coordonnées 


rectangulaires xy s'obtient de la façon suivante : 


H, coïncide avec l'origine et H se déduit de M par 


Ya gs Yn-1 F Pa 


Le vecteur aléatoire x. 6 est défini par deux onérations aléstoires !: 


a) choix de la direction qui est Ox avec la probabilite p ou Oy avec 
la probabilité qu =1-pe. 


b) choix de la longueur Ê guivant une loi connue « 
1°) On étudie d'abord le cas simple où #Ÿ est une constante (l'unité par exemple). 
On demande quelle est 1a fonction caractéristique äâu couple x Ye 
2°) On considère rl le cas général; on appellera p (t) la fonction carac- 
téristique E(e1t ) de la variable £ 
de « 8 et de x, . 


CGalcuier les fonctions caractéristiques 


5°) Soit D, la distance du point M, à l'origine. Calculer l'espérance. ma- 


thématique (E n°). On désignera par m! m! ... les moments de la variable Ÿ ct 


Le 
l'on supposerse que m} É 0. 


4°) On supposer, pour ds un peu les résultats : 
Pæqu;, ÿ M] = 2 mi = 10 


- 54 - - 55 - 


Quelle est la loi limite de probabilité du point aléatoire (Au } 
VIII — ANALYSE DE LOIS DE PRCBABILITE 


5°) Indiquer comment on pourrait déduire une étude pour de grandes valeurs de nn, En 
de la distance D, et de la direction aléatoire ok, ° 


Une quantité aléatoire (à 1 ou plusieurs dimensions) étant donnée, on peut 
essayer de la représenter par un schéma simple (addition le plus souvent) à par- 
arr: tir de vari:bles aléatoires indépendantes. 


L'exercice n° 63 aborde un aspect de cette question pour ur élément à une 
geule dimension x +ZX, et.X +Y peuvent donner la même loi). | 


Pour la loi de La;ilace-Gauss on a,des conditions nécessaires très fortes : 
les lois composantes {Ex : n° 61) sont nécessairement de Laplace-Gauss. Dans le 
cas d'une seule dimension, il faut citer le théorème de Lévy-Cramer : Si ZX at 


Y sont des v.a. indépendantes et si (X + Y) obéit à une loi de Laplace-Gawss , 
nécessairement X et Y obéissent à des lois de Laplace-Gauss. 


Exercice n°_ 61 - 


1°) Exprimer la condition nécessaire et suffisante d'indépendance de deux 
variables aléatoires à l'aide de la fenction caractéristique du couple de ces 
variables. Démonstration. 


2°) Les deux variables indépendantes x et b suivemt des lois de Laplace- 
Gauss avec les conditions - ; 


(1) E(a) = E(b) = 0. E(a?) = E(b°) = 1 


Sous quelle condition les combinaisons linéaires à coefficients constants 


(2) ue 


E = pa + qb 
psuvent-6lles être indépendantes ? 


(3° Les variables a et b , indépendantes, vérifient les conditions (1), 
Ecrire la condition nécessaire et suffisante d'indépendance de À et B. 


Démontrer que cette condition ne peut être réalisée que si a et b sui- 
vent la loi de Laplace-Gauss. 


solution t 


Différentes formes de la condition d'indépendance 1! 


Fonctions de répartition : F(xy) = A(x) B(y) 
Densités : f(xy) = ax) by) 


ee 


Fonctions earactéristiques : 
/ un iux \ Lvv ue s \ 
 (u,v) Î] e  dA(x)e ‘äB(y) æ. (u) p 0) 


2°) Cas de variables ds Laplace-Caouss 


P (ww) = 


la (nu+av) 
p, (au+pv) (nxtqr) 


, " 
2% = (n°4 n° ju? + 2(mp+nq)uv + (p°+ qe }v" 


\ 


où est la seconde fonction caractéristique du couple (x,y). 
T1 y à indépendance si mp + nq = O 


donc si les deux droites du plan des fa,b) 


Ed 


(2) À = ma + nb 
B = pa + qb sont orthogonales, 

_ Plus gé néralement, si les variables gaussiennes a,b ne sont pas réduites on 

sait que les formes (2} doivent correspondre à des directiohs conjuguées pa” rap- 
port à l'ellipse principale, ici un cercle centré À l'origine. 


3°) Pour qu'il y ait indépendance, on doit æoir la relation ! 


Piptuv) = i(u) (v) » p (nu+av) 


y, (mu+nv) 


ne. peut avoir de racine Sans le plan des 
et pour mu + pv = 


On montrera tout d'ebord que 
(u,+} : une racine (uv) entraînerait la nullitépour ueu 


mu, + pv, par exemples ce qui met en évidence une infinité de racines (u,v) . 


o 
On peut répéter ce raisonnement en remplaçant CR) par une racire-quelconque 


mise ainsi en évidetice. Ün verra facilement que cela entraîne la nullité de © 
à l'origine, choge impossible pour une fonction caractéristique. 


On peut donc utiliser la seconde fonotien caractéristique, obtenue en pre- 
‘nant le logarithme de & . On obtient la relation : 


pa(mpr) + pulmman) = lu) + as) 


En changeant u en u+h et + en v+#k de manière que nh + qk = D, on obtient 
par différence : 
p,(u+n) _ p,(u) + pnivt) = PA) 


AY = A Ÿ (mépv) = 


Désignons par G(mu+pr) cette quantités En fai sant v=0 puis u=0 et enfin 
veuso0 on voit que 


67. 


G(au+pv) - G(0) = G(mu) - G(0) + G(pv) - (0) 


Cn déduit de 1à que @ est linéuire en u et en v et que, par suite (4 
est une forme quaüratique en Ou et v : la loi est bien dans ce cas de Laplace 
Gauss. | 


AR # e M 
EBrercice n° EC 


Soit M un point de le courbe d'équation >x = 1 - e pour x >» Q et, 
J > Des 
On = x 
OM pose 
psy 


I) æm est un point aléatoire choisi au hasard sur le segment OA unitaire de 
i‘exe OZ {répartition uniforme sur OA). Ca choix définit M et p 


1°) Guelle est la loi de probabilité ée Op ? 


2°) On choisit n points aléatoires M indépendants suivant la méthode’ pré- 
cédente, puis on note ces points par ordre croigsant à partir de C: 


L (@) &, K, so. E, .. K, 
Loi de Où, ? Loi de Op ? On pourra, sans démonstration, utiliser des ré- 
sultats déjà établis). 
II} La question prérédente introäuit des lois T (a) et B(a,b}). 
Une v.a. est dite y (a) si sa densité est : 


O < x 


_ 


ré) * x? pour 


Elle est dite Bâta de tyre I de a et de b [8,(av)| _si sa densité est : 


1 “| bl . 
B(a,v) cu (1 — x) avec Ô < X K l 


1) Loi de la somme de 2 v.a. indépendantes Y, et Y, 
2) X et Y sont des variables 8 indépendantes des types suivants ! 
X = B(4,b) 
Y = B(atb,c) 
äontrer que le produit XY suit une loi B dont on précisera les paramètres, 


3) Etudier la loi de probabilité du couple aléatoire (u,v) défini à partir 
des varizbles X et Y précédentes par les relations : 


u=XTY V = 


Montrer que U et V sont indépendantes en probabilité. 


Exercice n°_ 63% — (Probabilités, Caen, oct. 1960) 


Une variable aléatoirè X admet pour fonction caractéristique la fonction 
4 (t) définie comme suit : 


@ (t} =1- [t1 pour -1 < t <1 

w© (t) = C en dehors de l'intervalle (-1, +1) 
On désignera dans la suite par (k)j la loi de probabilité ainsi définie. 
1°) La variable aléatoire X possède-t-elle un moment de premier orûre ? 


2°) Soit X, ZX, ee X. un ensemble de n variables aléatoires indépendantes, 
obéissant isolément à la loi (k). On forme 
- He ne à 
n n 
Quelle est la loi limite de Y, lorsque n tend vers l'infini ? 


3°) La fonction « (t) est la fonction caractéristique d'une distribution 
absolument continue. Quelle est la densité de probabilité de la variable aléatoi- 
re X? 


4°) On appelle d (t) la fonction périodique de période 2 définie sur 
( = co < + < + © }) et qui coïncide avec 4% (t) dans l'intervalle [-1, +1] . 


On aëmettra que © (t) est aussi une fonction caractéristique, On considère alors 
trois variables aléatoires mutuellement indépendantes : X, ZX, et Y telles que : 


ot XL, obéissent à la loi (k) 
Y admet ©(t) pour fonction caractéristique 


Comparer les lois de x + X, d'une part; de x) + YŸ d'autre part, 


5*) Quelle est la distribution de probabilité associée à  (t) ? On montre- 
ra que cette distribution comprend uniquement des masses finies sur un ensemble 
dénombrable. 

6*)U et V sont deux variables aléatoires indépendantes. 


U est de signe quelconque; V est positive ou nulles avec Prob. À V = 0.) = 0 


On pose Z = ve 


= 59 


6° æ) Supposant connus la fonction caractéristique de U et la fonction de 
répartition de V (ou la mesure définissant la répartition de V), trouver la 
formule donnant la fonction caractéristique de Z. 


6° b En déduire la loi de Z lorsque U obéit à la loi (k) et que V ad- 
met pour fonction de répartition : 


Fv) le "ve" pour v > 0 


= 0 pour vw < 0 


» 


(Les 6 questions sont indépendantes; elles peuvent être traitées dans un ordre ar- 
bitraire.) 


= 00 = 


IX — CONVERGENCES STOCHASTIQUES 


Les principales convergences étudiées en Calcul des Probabilités sont : 


- la convergence en loi (convergence d'une suite de distributions de probabilité 
vers une distribution, limite elle-même de probabilité) 


_ la convergence en probabilité (ou faible) d'une suite de v.a. x, vers une quan— 


tité certaine a (la suite des distributions tend vers la distribution de masse 
1 concentrée en a) 


- et ia convergence presque certaine (ou forte) (quand il y a une probabilité éga- 
le à 1l que L, converge au sens de l'analyse). 


Les exercices suivants, classés dans les chapitres précédents se rapportent en 
partie à cette question : Numéros 23, 29, 31, 36, 39, 52: 


Exercice n° 64 — 


1°) appeler l'énoncé et la démonstration de l'inégalité de Bienaymé pour les 
écarts moyens des divers ordres et l'usage qui peut en être fait pour étudier la 
convergence en probabilité lune variable aléatoire vers un nombre certain. 


2°) Une variable aléatoire complexe Z est de la forme A + iB. On appelle 
Z sa conjuguée A - iB. Montreï l'usage qui peut être fait de la grandeur 


E [ (2 -E(z) ) (-E() D] 
Indiquer ce qui pourrait corresponäre à l'écart noyen biquadratique. 


3°) Une variable aléatoire réelle X a pour fonction de distribution 
F (x) x étant un éch:ntillon de n valeurs indépendantes de X, et 
le classement par crdre de grandeur croissante des x donnant Y3 Vs ee Yo 


on affecte à chaque y la masse = et on construit la fonction de distribution 


1 X, CSSS Fe 


en escalier F (x) correspondunte; c'est une fonction aléatoire de x, 


La fonction caractéristique p Ct) = à, (+) + à D (t) étant associée à F(x), 


on appelle ®, (t) = a (t) +ib (t) la fonction caractéristique relative à F (x). 


Montrer,.que E KA ] = p(t). 


Calculer sur. l'aléatoire complexe w,(t) la grandeur indiquée en 2°), 


Donner la valeur des quantités 


e 


E (a, = à E CR _ b 


Cle 


LE 
Peut-on dire quelque” chose du comportement des aléatoires 


Vofa,-a | et yÿn [b,-b, | 


4°) De quel orûre en _ sont les quantités ‘ 
à En e € e 4 3 \ 4 
| ( ge 20) ( Vie 6) | E | (a, - a) |. E | (,- b ) | 


Peut-on à l'aide des écarts moyens biquadratiques, en conclure une convergen- 
ce forte de g,.(t) vers pt) ? 


Exercice n° 65 - 


Soient X, , X, , +. X, nve.s. indépendantes de même loi F (x) que la v.a. 
[os à ° 


Xe 


.. 


Mr. en: | 
Soit : M = i 2 On i 


1°) Donner les conditions suffisantes pour que 


M) — E(X) et M — E{X°) 


(—» sienifis convergence en probabilité) 


2°) On pose : LU = ES [a =“ E(x)| el ÿ - Va LE s(X)] 
Sous quelle condition la loi du couple ( & ,.v ) tend vers une loi limite lorsque 
D = 0 


3°) Etudier cette loi limite. Peut-il avoir indépendance ? Tracer l'eliipse 
indicatrice P(yr , VY ) et calculer la masse de probabilité dans le domaine 


P(p: V) < Nue 


Exercice n° 66 — 


1°) Soit X une variable aléatoire de Laplace-Gauss (m, & ), on pose 


7) Q 0 L Q Q 
Y = X<. Donner la loi de Y , sa fonction caractéristique, ses moments. 


2°) On prend ici m=, © = Let soient Y, s… Y 20 variables aléatoi- 


res indépendantes, distribuées comme YŸ on pose z, LL +tL to + Ye 


1 
Donner la fonction caractéristique de Z , en deduire les moments et les cumulants, 


1 -—Ccx 


3°) Soit la fonction F(x) = k x Vers pour X > O est nulle pour 


x & 0 Ÿ et © sont des constantes positives. 


— 62 — 


Peut-on déterminer k pour que F(x) soit fonction de répartition. Calcu- 
ler alors la fonction caractéristique correspondante. 
4°) En utilisant la question 3°) trouver la loi de Z (6 2). Comment s! 
, deux v.a. indépendantes Z4 et &, dont les lois sont du type de celle 
n 
On pose Z =n+p V 2n, loi limite de ps si n + ? 


Tracer les courbes représentatives de la densité Z, pour n=1,2et 6 « 


5°) On suppose maintenant © quelconque mais fixé dans la suite du problème, 
Donner la nouvelle forme de la loi de Z,, et calculer la densité de probabilité 


Z 
n 
g (u) de (is = - 

6*) Soit X une v.a; normale (0, o } et indépendante de U » écrire la den- 
sité de probabilité du couple (X, u,.) en déduire par intégration dans le plan la 
loi 8 (+) de la variable aléatoire T —— (on pourra utiliser le changerent 

: n 
de variable x = tu). 


Dormer la densité de probabilité S (+) de T, et étudier les moments de T, 


7°) Limites pour n —# 00 de Un et de Mn. 


Exercice n° 67 - Epreuve Corimune (oct. 1959) 


un considère deux suites illimitées d'umes U et V , soient 
U, U CEA Ur. 
+ Y 
J Vs se. v, 6e 
Les probabilités d'extraction d'une boule blanches sont respectiverent 


| 
D, a, =“ tv 


= b/Uh 
n 
1°) Se bornant d'abord à une suite unique, on demande d'énoncer et de démon- 
trer le théorème de Borel-Centelli sur la probabilité d'extraction d'une infinité 
de boules blanches. La validité du théorème peut-elle subsister pcur des épreu- 
ves non indépendantes ? 


2°) Revenant aux deux suites d'umnes, on ne fera plus maintenant que des épreu- 


ves dépendantes. On convient que si la N°° boule tirée est vlianche, le tirage de 


1a Yn + 1)°%% 5e fera dans U 


éd Si la boule n'est pas blanche, on tirera dans 


ne 1 


- 65 - 


On fait la première extraction dans une umme Lys avec probabilité Tr, de 
tirage d'une blanche. Cette suite aléatoire d'opérations étant ainsi bien définie, 
cn apoelle p, la probabilité d'extraire une blanche à la W€ épreuve. 


Quelle est ls rel2:tion entre sn et P, : On pourra poser n = P, = de 


Etudier d'abord le cas où P. et a sont qAeux constantes p et q. 
Ÿ a-i-il une limite de P, pour n infini ? Donner sa valeur si elle existe ? 
1 1 


3°) On adopte maintenant les valeurs p =; q = — 
en 


| # 1 # . è fe 
Montrer qu'alors P, tend vers zéro avec FE La série des P, est-elle conver- 
sente ? 


Quelle est dans ce mode d'extractions successives, la probabilité d'obtenir 
en une infinité ds tirages, un nombre fini de boules blanches ? 


Remarque : Il est rappelé que la notation Vo signifie la prchabilité de tira- 


ge d'une boule blanche and l’'urne choisie est U 


